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Diese Untersuchungen behandeln, von den Differentialgleichungen der Be- 
wegung ausgehend, hauptsächlich diejenigen Integralederanalytischen 
Dynamik, welche die Verbindung von Atomen und Elerocn- 
tarsystemen zu beharrlichen MolecQlen ausdrücken. Man hat 
das chemische Molecttl als ein thatsächlich erwiesenes Stoffgebilde hinge- 
nommen, ohne die Bedingungen seiner Entstehung und seiner Fortdauer 
durch strenge Analyse zu ergründen. Es wird ein gewisses Gesetz der 
Erhaltung der »ccntrifugalen Energie« aufgestellt, dasselbe dem 
Principe der Erhaltung der »gesammten (actuellen und potentiellen) Ener- 
gie in einem abgesonderten Systeme von chemischen Molecülen« eingeordnet 
und aus der Combination dieser beiden Principe werden die Grund- 
gesetze der chemischen Statik, soweit sie die gegenseitige Anord- 
nung und den relati\#b Bewegungszustand der Bestandteile — Atome oder 
Atomengruppeü — eines Molecüls betreffen, nach einer Methode abgeleitet, 
welche derjenigen der elementaren analytischen Geometrie in ihrem Wesen 
gleichkommt. 

Die Voraussetzungen, die gemacht werden mussten, um die analytische 
Entwicklung der Gesetze der Bildung und inneren Einrichtung eines Mo- 
lecüles überhaupt zu ermöglichen, bestehen in der Annahme von rein me- 
chanischen Kräften, welche von den Atomen auf einander ausgeübt werden, 
und ferner in der Annahme gewisser neuer, die Variationen dieser Kräfte 
beherrschender Differentialgleichungen, durch welche die auf das d 'Alem- 
iert’sche Princip gegründeten Bewegungsgleichungen ergänzt werden und von 
welchen sich behaupten lässt, dass sie vom ersten Augenblick ihrer Er- 
füllung an den Abschluss der Molecularbildung ausdrücken und, so lange 
sie bestehen, im Allgemeinen die Existenz des Molecüls als eines in sich 
fest abgeschlossenen Atomensystems verbürgen. 

Unter den in §§ 29 u. 30 aus mechanischen Principien systematisch 
gefolgerten Hauptresultaten scheint mir das interessanteste: dass die Ab- 
stände der Massencentra der Atome eines Molecüls von dem augenblick- 
lichen Massenmittelpunct dieses alle nahezu in eine und dieselbe oder 
in parallele Ebenen zu rücken streben, welche zur Rotationsaxe des Mo- 
lecüles senkrecht sind, und dass, wenn ein Molecül in einzelne, fester 
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zusammengcschlossenc Atomcngruppcn sich zergliedert , die getrennten 
Atome solcher Gruppen in demselben Sinne die Massenccntra eben dieser 
zu umkreisen Ng'gung haben, in welchem die Theilmolccttl-Centra ihren 
gemeinschaftlichen Massenmittelpunct umlaufen, so dass also mit der fort- 
schreitenden inneren Ausbildung eines complicirteren Atomensystemes die 
Ebenen der Rotationsbewegungen der Theilmolecüle mehr und mehr in 
den Zustand des Parallelismus treten. 

So wird es bis aufs äusserste wahrscheinlich, dass jedes beharr- 
liche Molectll aus inneren mechanischen Gründen in der Ge- 
stalt einer rotirenden Atomen-Scheibe auftritt. Aus gleichen 
Gründen darf unser Sonnensystem, welches einer Scheibe kreisender Pla- 
neten ziemlich nahe kommt, als ein in stationärem inneren Bewegungszu- 
stande begriffenes kosmisches Planetenmolecül betrachtet werden. 

Zwar hat man auch ohne die natürliche Neigung, Probleme der theoreti- 
schen Mechanik in grösster Allgemeinheit geometrisch aufzufassen und analy- 
tisch anzulegen, gar keinen Grund, wesshalb man nicht von vorn herein das 
chemische Molccül als ein nach dreien zu einander senkrechten Dimensionen 
gleichmässig ausgedehntes Atomensystem sich denken sollte; allein die 
Rechnung lehrt zur Evidenz, wie nur dadurch, dass die räumliche Aus- 
bildung eines Molecüles nach einer Richtung hin verkümmert, die Vervoll- 
kommnung nach anderen Dimensionen möglich wird. 

Es mag genügen, hier von den streng erschlossenen Resultaten eben 
nur das anführen, dass man aus Principien nach gotischer Methode er- 
kennen kann, wie die ein Molecül zusammensetzenden Atome einem An- 
ordnungs-Gesetze unterworfen sind, das sich in unserem Sonnensysteme 
vollkommen bewahrheitet findet. Es kann nicht überraschen, dass hiermit 
das Problem, die Entstehung eines Molecüles und sein Verharren nach 
mathematischer Methode zu erklären, eine Lösung gefunden hat, welche die 
Mechanik des Mikrokosmos mit derjenigen des Makrokosmos in innige 
Verwandtschaft bringt und auffallende Eigenthümlichkeiten in dem Gefüge 
unseres Sonnensystemes verständlich macht 

Die Chemie hat in den letzten Jahren einen Fortschritt vop gewalti- 
ger Tragweite des Gedankens gemacht durch die Erkenntniss, dass die 
chemischen und physikalischen Eigenschaften der sog. Elemente periodische 
Functionen der Zahlen sind, welche die relative Masse ihrer kleinsten, bis- 
her noch nicht zerlegten Theilchen bestimmen. Da sich im Hinblick auf 
diese Thatsachen die Zusammengesetztheit so mancher «Elemente« als eine 
an Gewissheit grenzende Wahrscheinlichkeit betrachten lässt ist die Rech- 
nung schliesslich in der Allgemeinheit ausgeführt, dass die »Elementatome« 
als »Partialmolecüle« betrachtet werden. 

Man möge mir verzeihen, wenn es mich nach dieser kurzen Angabe 
des werthvollsten Resultates in den Gedankenkreis zurückzieht dem diese 
Untersuchungen entsprungen sind. Ich habe hier versucht, eine Erklärung 
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zu geben von dem gewöhnlich einer besonderen, sog. chemischen Verwandt- 
schaftskraft zugeschriebenen Zustandekommen eigenartiger Molecille, eine 
Erklärung, die lediglich auf die Voraussetzung rein mechanischer Kräfte 
and auf die Aequivalenz von mechanischer Energie und Kräftearbeit ge- 
gründet ist. Ich fühlte mich versucht, auf Berthollet’s Gedanken ein- 
zugehen : die Natur der chemischen Verbindungen durch Kräfte zu erklären, 
durch die der Stoff im Grossen wie im Kleinen auf seinesgleichen wirke. 
Aber mehr und mehr vertraut wurde ich mit dem Gedanken, dass die 
Materie nur durch Bewegung wirken könne, dass also die Atome 
eines Molecüles desshalb nicht im Zustande relativer Ruhe oder eines sta- 
bilen Gleichgewichtes sich befinden dürften, weil sonst das eine gar nicht 
auf das andere wirken könnte. Derselbe Gedanke an eine immerwährende 
Bewegung brachte es auch dahin, dass ich, im steten Hinblick auf die 
Probleme der chemischen Statik, mich unbefriedigt abwendete von den 
Untersuchungen der Geometer über das »stabile Gleichgewicht der Systeme 
materieller Puncte«. Ich muss gestehen, dass auch die berühmten, von der 
allgemeineren Voraussetzung einer steten Bewegung ausgehenden Unter- 
suchungen, welche die grössten Geometer Frankreichs über die Stabilität 
des Weltsystemes unternahmen, für die Erklärung der millionenfachen Fälle 
der Bildung beharrlicher chemischer Molecüle nicht den geringsten Nutzen 
mir gewährte!), als ich ihren Werth für die Statik der chemischen Verbin- 
dungen zu prüfen mich bemühte. Beruht nicht Laplace’s Beweis, dass 
die grossen Axen der elliptischen Planetenbahnen nur innerhalb gewisser 
Grenzen variiren, auf einer Reihenentwicklung, deren Convergenz Bedenken 
zulässt? Einfacher und einleuchtender ist es jedenfalls, wenn zum Krite- 
rium der Stabilität eines Systemes das Verhalten seiner zu seinem Massen- 
mittelpunkte relativen lebendigen Kraft gemacht wird, wie sich dies auch 
hier als das natürlichste herausgestellt hat So hat denn das Molecular- 
problem, das statische Fundamentalproblem der mathematischen Chemie, 
die Fassung angenommen: 

Unter welchen Bedingungen durchläuft eine Schaar von Atomen die 
Entwicklungsstufen vom blossen Atomensysteme, das inneren und äusse- 
ren mechanischen Kräften unterworfen ist, bis zum beharrlichen Molecüle, 
und welcher Art ist dessen innere Einrichtung? Wenn niemals innerhalb 
des Molecüles relative Ruhe herrschen darf, welches Gesetz muss gelten, 
um seine dynamische Verfassung so weit zu beschränken , dass der intra- 
moleculare Bewegungszustand für längere Zeit ein stationärer sei? 

In der Ueberzeugung, dass alle unsere Bestrebungen, Erkenntniss zu 
erringen über das Wesen der Naturkräfte, dort ihren Angriffspunct zu 
nehmen haben, wo die tiefste Kräfte-Quelle gelegen ist, in den chemischen 
Processen, wollte ich versuchen, wenigstens von der Seite der chemischen 
Statik aus die tiefe Kluft zu überbrücken, welche die Schwesterwissenschaf- 
ten, die Chemie und die Physik, bisher getrennt hat, indem man das 
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Zustandekommen und Beharren chemischer Verbindungen durch mecha- 
nische (oder physikalische) Kräfte auch nicht zum kleinsten Theile erklären 
konnte. Auch ich habe dem Gedanken angehangen — und Andere haben 
es versucht, — die mathematische Physik für die theoretische Chemie zu 
verwerthen. Jedoch Schritt fiir Schritt zurückgedrängt bis auf die Fun- 
damente der Mechanik, bis auf die Bewegungsgleichungen der Atome und 
bis auf den Begriff der Arbeit, suchte ich im Sinne der kosmogonischen 
Hypothese, die man der Betrachtung des Weltgebäudes zu Grunde legt, 
dem Wege der F.ntwicklung auch der kleinsten Stoffgebilde nachzugehen, 
dem Wege, den die Natura naturans genommen hat, um sich in die 
natura naturata umzubilden. Es hat ja doch noch kein Erkenntniss- 
theoretiker bewiesen, dass es unmöglich sei, den verstandesmässigen Er- 
kenntnissgang mit dem natürlichen Entwicklungsgang der Dinge congruent 
zu machen. Im Gegcntheil 

Ordo et connexio idearum idem est ac ordo et conncxio rerum! 

Spinoza, Eth II, Prop. 7. 

Zugleich galt’s den Versuch, ob es nicht möglich wäre, die moderne, von 
durchaus realistischen Ideen inspirirte mathematisch-physikalische Specuja- 
tion, wie sie namentlich auf dem Gebiete der mechanischen Theorie der 
Wärme und der Electricität, der dynamischen Theorie der Gase, ja selbst 
der Reibungslehre werthvollc Früchte einer wahrhaft mechanischen An- 
schauung vom Mikrokosmos zur Reife bringt, mit der strengen, an die 
Geometrie des Raumes angelehnten Untersuchungsweise der grossen Geometer 
Frankreichs, der Begründer der mathematischen Physik, zu vereinen. Es 
ist kein Zweifel, dass der sichere Weg der strengen Forschung die voll- 
ständige Durchdringung der analytischen Methode mit der geometrischen 
Betrachtung ist; es ist kein Zweifel, dass der mathematische Gedanken- 
gang wie die Vollziehung analytischer Transformationen sich der vernunft- 
gemässen Anlage und Entwicklung der Stoffgebilde anschmiegen muss, damit 
jede physikalische Theorie den vollen Werth einer durch mathematische 
Symbole dargestellten gedanklichen Reproduction der Wirklichkeitsvorgänge 
erhalte; es ist endlich unerlässlich, dass jedes Problem der Molccular- 
mechanik den engsten Anschluss an die Raumgeometrie des Maasses sucht. 

Die gegenwärtig in der Ausbildung begriffenen mechanischen Theorien der 
Physik haben, wie mich dünkt, zum Nachtheil ihrer streng erkenntnissmässigen 
Gestalt die Verbindung der physikalischen Analysis mit der Geometrie ge- 
lockert; mag dieses Buch als ein Versuch erscheinen, die Grundgesetze der 
Statik chemischer Molecüle nach analytisch-geometrischer Methode zu ent- 
wickeln. Jedoch will ich mir selber nicht verhehlen, dass ich nicht selten 
die geometrische Anschauung mit Calcül zu verdunkeln nicht vermieden 
habe. Aber ist nicht der Calcül das universellste Instrument von zwin- 
gender Beweiskraft? 

Wenn Andere dazu neigen, die Aufstellung theoretischer Grundglei- 
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chungcn von der präcisen Fassung geometrischer Vorstellungen abhängig 
zu machen, bin ich weit eher geneigt, allgemeinere geometrische Vorstel- 
lungen erst durch analytische Schlussfolgerungen zu verfeinern. Allein 
blosse Rechnereien, seien sie auch noch so kunstvoll, können niemals einen 
tiefen Einblick in die Werkstatt der Natur gewähren; nur solche Rech- 
nung, will es mich bediinken, ist’s im Stande, die sich mit constructiven 
Vorstellungen durchflechten lässt. 

Man hat in Kreisen der Mathematiker die Meinung ausgesprochen, 
dass die Mechanik eines Lagrange und seiner Epigonen reich genug an 
Begriffen und Principien entwickelt sei, um als Fundament der Natur- 
wissenschaft zu dienen, und ebenso die andere Meinung, dass die Kräfte 
der Analysis nicht mächtig genug entwickelt seien, um die complicirteren 
Probleme der Molecularmechanik zu bezwingen. 

Aber ist nicht die ganze heutige Chemie mit ihrer aus Tausenden 
von Thatsachen-Kategorien gezogenen Erkenntniss des Grundgesetzes der 
kettenförmigen Aneinanderreihung der Atome ein schreiender Hohn auf 
die Mechanik von Lagrange, die in der ganzen Reihe ihrer Begriffe 
und Vorstellungen grade für diese Art der Kräftewirkung keinen Raum hat? 

Und lag und liegt nicht darin seit Isaac Newton’s Zeiten die Bedeu- 
tung der Mechanik fü r die Analysis, dass jedes mechanische Problem, wenn 
es nur erst einmal eine der Wirklichkeit getreue analytische Gestaltung 
erfahren hat, entweder mit den vorhandenen Kräften der Analysis bewäl- 
tigt werden kann oder, wie die Geschichte lehren mag, zu neuen analyti- 
schen Entdeckungen den ersten Anstoss gibt? Besteht nicht darin der 
Hauptreiz mechanischer Probleme, dass man bei unbefangener, der Wirk- 
lichkeit getreuer Auffassung des Gegenstandes selbst, bei consequenter 
Fortentwicklung des mathematischen Gedankenganges entweder mit den be- 
kannten Mitteln der Analysis eine ob einfache, ob complicirte, jedoch immer 
elegante Lösung findet oder an die vielleicht fest verschlossene Quelle neuer 
Hilfsmittel gelangt? Und hier, bei dem Molecularproblem , trat mit Recht 
hinzu die Ueberzeugung, dass seine Lösung, wie die aller allgemeinen Pro- 
bleme der realen Mechanik, in den Fundamenten der Geometrie des Rau- 
mes wurzeln müsse. 

Wie dem auch sei, es scheint, als ob es ein Vergehen gegen die um 
systematische Geschlossenheit und vollendete Reife ringende Naturforschung 
gewesen sei, als man es unterlicss, die theoretische Mechanik den empiri- 
schen Wissenschaften entgegenführend auszubilden, sobald einmal in diesen 
der Drang sich aussprach, in jene einzugehen. Wenn die Naturforscher 
das Ziel verfolgen, alle Naturwissenschaft auf die mathematische Mechanik 
zu reduciren, so können die Mathematiker ihrerseits das Ziel verfolgen, 
aus der rationellen Mechanik die gesammte theoretische Na- 
turwissenschaft heraus zu construiren. 

Man hat in neuester Zeit so oft schon den Gedanken wiederholt, 
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dass die Chemie auf die Mechanik zurückzuführen sei. Ist 
nun die Chemie in Wahrheit nur ein Theil von jener Wirklichkeitsmecha- 
nik, die Alles, was im Weltenraume lebend oder leblos sich bewegt, ihren 
unerbittlich strengen mathematischen Gesetzen unterwirft, so muss es mög- 
lich sein, eben die Mechanik, die wir heute nur in den engeren Schranken 
ihrer einfachsten Begriffe und Vorstellungen kennen, durch äusserste Er- 
weiterung derselben in ihrem principiellen Gebiete so auszudehnen, dass 
die Gesammtheit der allgemeinsten Erkenntnisse auch der Chemie schon in 
ihr enthalten liegt und, um evident zu werden, nur der Dcduction durch 
den Calcül bedarf. Es wäre damit in einem grösseren Umfang das Problem 
gestellt, jenen einheitlichen calculativen Schematismus auszuüben, 
der in der Methode der Mecanique analytiique glänzend auftritt. 

Ein hochverdienter Geometer Frankreichs hat sich begeistert für das 
• troisitme ouvrage monumental «, das sich der Mecanique analytique und 
der Mecanique ctleste, vielleicht um mehr als ein Jahrhundert reifer, voll- 
kommen ebenbürtig an die Seite stellen möchte. Nun wohl, dies troistime 
ouvrage monumental muss ein Organon der synthetischen Mechanik schaf- 
fen, deren Principien und Methoden gegenüber denen der analytischen 
Mechanik den Vorzug werden haben müssen, dass sic die Grundgedanken 
der Entwicklungslehre lebloser oder lebender Naturgebilde in analytische 
Gestalten bringen. Zur Lösung dieser Aufgabe wird die synthetische Me- 
chanik, nur in dem Gedankengange synthetisch operirend, gewiss der rie- 
sigsten Entfaltung der Kräfte der Analysis bedürfen. 

Ein Vorläufer in der Begründung der principiellen Elemente einer 
synthetischen Mechanik ist Poinsot, der in seiner einfachen Art und 
Weise, kinetische Vorgänge mit geometrischen Vorstellungen zu verknüpfen, 
dem Calcül noch etwas abhold war. Die künftigen Synthetiker der Me- 
chanik werden schwerlich einfachere Probleme vor sich sehen, als sie die 
Geometer unserer Zeit mit ihrer » higher modern algebrat erfinden und 
bezwingen. 

Als ein La place die Untersuchungen der Analytiker, die vor ihm 
dachten, mit der ihm eigenen Verstandestiefe durchdenkend einer einheit- 
lichen Durcharbeitung unterzog, entstand die Mecanique celeste. Wir hoffen 
alle, dass einst ein La place der irdischen Mechanik es unternehmen 
können wird, die von den Physikern und Chemikern unseres Jahrhunderts 
gewonnenen Erkenntnisse mit tiefem Geiste von neuem zu durchdenken 
und zu dem stolzen Baue der »Irdischen Mechanik» aufzurichten. Wir 
fühlen Alle die Noth Wendigkeit, eine einheitliche Theorie der physikalischen 
und chemischen Ersch einungen zu gründen, deren einzig unerschütterliches 
Fundament nicht unsere heutige mechanische Theorie der Wärme, nicht 
jene ältere »Theorie der kleinen Schwingungen«, sondern allein die von 
dem Gedanken der Einheitlichkeit der Erscheinungen im Makrokosmos und 
im Mikrokosmos getragene, durch eine tiefsinnige kosmogonische Auffas- 
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sung geleitete synthetische Mechanik bilden kann, welche in äusserster An- 
strengung der Anschauungskraft wie der Gewalten der Analysis den Vor- 
gang der Bewegung und Verdichtung der unterschiedslosen Tbeilchen der 
uranfänglichen Materie vom Anfangszustande des in der Anordnung seiner 
Theile gesetzlosen Chaos bis zu dem in seiner vollendeten Verfassung will- 
kilhrlosen Kosmos verfolgen mag. Sind wir nicht Alle überzeugt, dass es 
keine anderen Erscheinungen, keine den Metaphysikern beliebten »höhe- 
ren .dynamischen Processe« geben könne, als diejenigen allein, deren Ge- 
setze die Mechanik jetzt und einst entwickelt? Was für den Metaphysiker 
die Gottesidec, das ist für den Mechaniker der Begriff der mechanischen 
Arbeit; denn beide gehen auf das ewig wesensgleiche Absolute, das nur in 
verschiedenen Formen in die Erscheinung tritt. Durch den Begriff der 
Arbeit ist die Mechanik zur Ethik der Natur geworden. Von diesem Geist 
durchweht, wird die mechanische Naturphilosophie, die uns die Wirklich- 
keit verstandesmässig reconstruiren und durch die mathematische Er- 
gründung der die W T elt beherrschenden mechanischen Gesetze die Norm 
einer natürlichen Weltanschauung bieten soll, zur pantheistischen Pheno- 
menologie eines rationalistischen Materialismus sich gestalten, der, unge- 
blendet vom Zauber der Idee, es niemals unterlässt, der Welt der Sinne, 
die uns denken lehren, ihr volles Recht zu geben. 

Unaufhaltsam naht die Zeit und vielleicht in wenigen Decennien ist 
sie erfüllt, wo die Naturforschung berufen ist, die unbestrittene Führer- 
schaft über das Geistesleben der Culturnationen zu übernehmen. Heute 
sind die Zeiten der autoritären Wissenschaft vorüber; die Gegenwart ver- 
zeiht es nicht nur der Naturforschung, dass sie die Urtheilskraft, di^ 
Willenskraft und Leidenschaft des Menschen, die allmächtigen Triebe seiner 
geistigen Durchbildung, erschüttender erregt und anspornt, als cs jemals 
eine andere Wissenschaft gethan, sondern sieht es mit gerechtem Stolze, wie 
jene zu immer verwegenerem Denkerthume sich entwickelt. Und darin 
liegt in unserer Zeit die vornehmste Aufgabe des Naturforschers, dass er 
trachtet, ein Denker der Wirklichkeit zu sein, dass er, weil er die Wahr- 
heit der natürlichen Offenbarung sucht, nichts dem Glauben derer, die 
nicht erst prüfen wollen oder können, überliefert, als das allein, was sich 
als wahr beweisen lässt, und dass er, unbeirrt durch Vorurtheile der Er- 
ziehung und Gewöhnung, den liebsten Irrthum des Gemüthes der ehern 
strengen Verstandesfolgerichtigkeit zum Opfer bringt. 

Wir dürfen es mit Stolz bekennen: 

Die Naturwissenschaft ist keine Wissenschaft', die den Verlust uner- 
setzlicher Schätze einer vergangenen Cultur betrauert und die Verjüngung 
ihrer selbst von einer anderen Wissenschaft begehrt; vielmehr ist sie im 
Bunde mit der Wirklichkeit der Lebensinteressen ein grossartiger Ring- 
platz der Nationen , wo mit der Kräftigung auch die Verschmelzung der 
Völkergeister in frischer Freiheit sich vollzieht und wo die kühne For- 
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schung mit einer von Knechtschaft freien Achtung das Angedenken an das 
oft irrthumsvolle Ringen der Vergangenheit bewahrt. 


Ich habe es verschmäht, das Neue, was ich bringe, schulmässig dar- 
zustellen; ich habe hier in diesem kleinen Erstlingswerke den Gedanken- 
gang der mathematischen Erfindung vielleicht in allzu grosser Offenheit 
und Breite walten lassen. Ich würde darin den schönsten Lohn für meine 
Mühe finden , wenn ich durch diesen Versuch, die chemische Statik mathe- 
matisch zu erläutern, zur Vergeistigung der materiellen Gewaltigkeit bei- 
tragen könnte, auf welche die Chemie der letzten Decennien mit vollem 
Rechte stolz ist, und wenn ich hoffen dürfte, dass im Kreise der Natur- 
wissenschaften der Rang der Chemie, die, schon heute die im Leben mäch- 
tigste unter ihren Schwestern, zu ihrer Königin berufen ist, durch eine 
mathematische Lösung ihrer Elemementarprobleme an Ansehen und Bedeu- 
tung stiege. Allein, wenn ich auch glaube, dass die hier analytisch ent- 
wickelten Grundgesetze über die innere Anordnung der chemischen Mole- 
cttle sich um so leichter zu einer gewissen Anerkennung unter den Phy- 
sikern ihren Weg bahnen dürften, als sie in der That, ihres specifisch 
mathematischen Gewandes entkleidet, keine anderen als diejenigen sind, 
welche die Chemie nach einem ein halb Jahrhundert langem Kampfe mit 
einer unabsehbaren Reihe von Thatsachen errungen bat, muss ich zugleich 
mit einer gewissen Resignation erwarten, dass diese zunächst auf eine 
strenge mathematische Begründung der chemischen Statik abzielenden 
Untersuchungen grade in dem Kreise der Chemiker einem geringeren 
Verständnisse begegnen werden, weil die Chemiker von selbständigem Ur- 
theil über die Methoden der mathematisch-mechanischen Analyse noch zu 
den selteneren wissenschaftlichen Characteren zählen. Einem solchen For- 
scher, dem Bruder meines lieben Lehrers in der mathematischen Physik, 
bin ich kühn genug, aus aufrichtigster Hochachtung, ja auch vielleicht aus 
einer gewissen Verwandtschaft des wissenschaftlichen Interesses, in der 
Hoffnung auf eine milde Beurtheilung diese Untersuchungen zu widmen, 
die nach dem Abschluss meiner academischen Studienjahre neben der Vorbe- 
reitung für die practische Lehrtbätigkeit meine liebste Beschäftigung aus- 
machtcn und vor Kurzem in meinem pädagogischen Probejahre zu Berlin 
einen gewissen, zur Veröffentlichung hoffentlich genügenden Grad von 
Reife fanden. 

Augsburg im Mai 1873. A. W, 
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Erstes Capitel. Einleitung. 


Ausgangsdeünitionen und Grundgleichungen der Untersuchung. 


§ i- 
§ 2 . 
§ 3 . 
§ 4 . 
§ 5 . 
§ 6 - 
§ 7 . 
§ 8. 


Definition der Monade. 

Voraussetzungen Uber die von den Monaden in die Ferne ausgeQbten Kräfte. 
Die Differentialgleichungen der Bewegung nach d ’Alembert. 

Die natürliche Form der fundamentalen Bewegungsgleichungen. 

Vorstellungen über mechanische Energie und Arbeit. 

Die Differentialgleichung der lebendigen Kräfte. 

Die Differentialgleichung der Spannkräfte und ihre Spaltung. 

Das Ziel der Untersuchung. 


Unsere einleitende Betrachtung über die Bewegung von Stofftheilchen, die 
im absoluten Raume unter dem Einflüsse der von ihnen wechselseitig in 
die Ferne ausgeübten Kräfte ihre Orte ändern, nimmt iljrcn Ausgang von 
dem Begriffe des einfachsten bewegten Dinges und von den Grundvor- 
stellungen der Dynamik. 

§ 1. Wir definiren die «Monade« als »Grenze der Raumerfüllung 
durch die Materie«. Da nun die Monade, wenn man sie sich um eine 
durch sie selbst hindurchgehende Axe rotirend denken wollte, wegen ihrer 
unangebbar geringen Dimensionen erst durch eine unendlich grosse Ro- 
tationsgeschwindigkeit zu einer gewissen lebendigen Kraft von endlichem 
Werthe gelangen könnte, ist es kein Fehler, sie im Calcül als «materiellen 
Punkt« ohne jede Ausdehnung zu behandeln. An einem solchen stofflichen 
Dinge also, das in Wirklichkeit nicht mehr getheilt werden kann und in 
der Vorstellung nicht mehr getheilt zu werden braucht, hat man nur eine 
fortschreitende Bewegung, sowie deren Geschwindigkeit und lebendige 
Kraft in Betracht zu ziehen. Da man die Monaden nicht anders wie als 
durchaus unterschiedslos denken kann, entsteht die Aufgabe, aus solchen 
ursprünglichen stofflichen Dingen der einfachsten Art die complicirten und 
vermöge der Verschiedenheit ihrer Zusammensetzung mit verschiedenen 
Eigenschaften ausgestatteten Stoffgebilde im Verstände zu reconstruiren. 

Walter, Untersucbungou Uber Mol«cuUrm»ch*Qik. 1 
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§ 2. In einem Systeme von vielen Monaden betrachten wir als Ur- 
sache einer Veränderung der Translation einer Monade eine seitens der 
übrigen Monaden auf jene ausgeübte Fernwirkung. Erfolgte dieselbe ohne 
Vermittelung im absoluten Raume und ohne Zeitaufwand, so wäre sie dem 
Verstände schlechthin unbegreiflich. Erfolgt die Fernwirkung dagegen duren 
Uebertragung im stofferfüllten Raume und während einer endlichen Zeit- 
streckc, so kann sie aus Ursachen begriffen werden. Da seit Newton 
die Frage unerledigt ist, machen wir über das Wesen der von den Mo- 
naden in die Ferne geäusserten Kräfte die gewöhnlichen Voraussetzungen: 
Die zwischen je zwei Monaden in der Richtung ihrer Verbindung s- 
linie ausgeübte Kraft ist 

1) für beide von gleichem ab solut en und ent ge g engesetztem 
algebraischen Werthe, 

2) nur mit ihrem Abstande veränderlich , 

3) von ihrem liewegungszustande unabhängig. 

Es sind dies grade solche (immerhin hypothetische) Eigenschaften 
mechanischer Kräfte, welche den Geometern seit einem Jahrhundert bei 
der Behandlung dynamischer Probleme als Mittel dienten, um die Gesetze 
der Veränderungen der Bewegungen in Massensystemen zu bestimmen. 
Zugleich enthalten diese Annahmen die einfachsten Vorstellungen, welche 
man sich über den Grund der Werth Veränderungen der in die Ferne wir- 
kenden Kräfte bilden kann. 

§. 3. Wir verstehen also unter »Kräfte nur die zur selben Zeit von 
Ort zu Ort, am selben Orte von Augenblick zu Augenblick veränderliche 
Ursache einer Veränderung der grade dort vorhandenen Bewegung. Man 
misst die Ursache nach der Grösse ihrer Wirkung, die im Falle der Be- 
wegung von Monaden allein in Beschleunigung ihrer Translation besteht. 
Nennen wir nun m die Masse einer Monade, x, y, z ihre auf ein im Raume 
festes rechtwinkliges Axensystera bezogenen Coordinaten, endlich X, Y, Z 
die Summen der auf dieselben Axen bezogenen Componenten der auf diese 
Monade von anderen ausgeübten Kräfte, so haben wir die d 'Alembert' sehen 
Grundgleichungen der Dynamik: 


( 1 ) 





= Z 


als Ausgangspuncte aller unserer Betrachtungen. Aber diese Form der 
Differentialgleichungen der Bewegung hat den einen Nachtheil, dass sie, 
auf welches der unendlich vielen Coordinatensysteme mit anderen Axen- 
richtungen und anderen Nullpuncten man die Kräfte und Beschleunigungen 
immer beziehen möge, keines derselben das Wesen des natürlichen Be- 
wegungsvorganges an sich selbst berücksichtigt. 

§. 4. Wir setzen die Bahn jeder Monade als eine stetige, niemals ver- 
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zweigte Curve doppelter Krümmung voraus; für jeden ihrer Orte sind drei 
auf einander senkrechte Richtungen vor allen anderen zu bemerken, nämlich 

1. die Tangente an der Bahncurve s der Monade m am Orte 
x, y, z zur Zeit t, 

2. die Hauptnormale derselben Rauincurve, d. h. die Richtung des 
Radius p der ersten Krümmung, 

3. die Normale auf der Schmiegungsebene oder osculirenden 
Ebene der Bahncurve. 

Betrachten wir die gradlinigen Coordinaten x, v, z als Functionen des 
Bogens s, welcher von einem festen Puncte der Trajectorie aus gerechnet 
wird, den Bogen s selbst aber als Function der Zeit t., so genügen die drei 
Functionen x, y, z einer Reihe von Differential -Gleichungen, deren 
zwei erste 


(2) (£)- 


AV Ä' 1 — 1 ,20— • — - + . d ’ z _ o f2 20 

( ds ’ + ( ds } ~ 1 (2 ' ds ds* ^ ds ds* + ds ds* — 0 (2,2 ) 


wir unumgänglich bedürfen. Namentlich aber ist der durch die Formel 


J =Ä + A' 

p* \ Ho»-' ^ t ) 


'-ds*' 


l ds*' l ds* 

detinirte Krümmungsradius p der Bahncurve s der Monade m am Orte 
x, y, z nicht nur ein natürliches, sondern sogar ein überaus wesentliches 
Bestimmungsstück für den Bewegungszustand der Monade. Natürlicher 
wird die Form jener Differentialgleichungen der Bewegung, wenn die Ver- 
änderlichen x, y, z durch den als Function der Zeit allein betrachteten 
Curvenbogen s hindurch nach der eiuen unabhängigen Veränderlichen, der 
Zeit, differentiirt werden ; wir haben dann 

l dx d*s . d*x „ ds 


( 3 ) 


rdx d*s d*x . ds . v 

(dy d*s , d 2 y .ds 2 ) .. 

m Ids ' dt* + ds* dt 1 ~ ' 


( 4 ) 


m 


, dz d 2 s | v. ^ 


ds *) 

> J 


Z 


, *!?. 

Ids dt* ^ ds 2 v dt ‘ 

Wir beseitigen aber jede Spur des willkürlichen Bezuges der Bewe- 
gung, indem wir die Beschleunigungen sowohl als die Kräfte auf jene drei 
Richtungen projiciren. Nun sind die Richtungscosinus gegen die festen 
Axen für die 


Tangente 

dx 

ds 

a) ds 
dz 
ds 


Haupt normale Normale an der Schmiegungsebene 


b) P 


d*x 

ds 2 

d*y 

ds 2 

d*z 

ds* 


dy d*z 
p{ ~äsd? 


) 


c) p ( 

P ( 


dz d 2 x 
ds ds 2 


dz d 2 y 
ds ds* 
dx d 2 z . 

ir d? 


(5) 


dx d 3 y dy d*x 

ds da'-’ ds ds* 

I* 
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( 6 ) 


Multipliciren wir also die drei Gleichungen (41 der Reihe nach mit 
den entsprechenden Cosinus aus jeder der drei genannten Gruppen (5) 
und nehmen Rücksicht auf die Formeln (2) und den algebraischen Cha- 
rakter der letzten Cosinusgruppe, so ergiebt sich die wahrhaft natür- 
liche Form der Bewegungsgleichuhgen 


. d 2 s dx v 

*> ""5I.“ x dI + Y 




1 ds' 2 
b) =x ? 


ds 

d*x , v d 2 y 
ds 3 + Y ,f> ds» ' 


Z.p 


d‘z 

ds* 


. v ,dy d»z dz d*y. v .dz d*x dx d*z 

c) 0 — x • P ( ds ds » ds dh* ) + ( ds ds* ds ds* 


+z *<£2- 


dy d*x 
' ds ds*’ 


In der That, diese Gleichungen haben treuen Anschluss an den wirk- 
lichen Bewegungs -Vorgang, wie er sich auch gestalten möge, und sind, 
wenn auch nicht dem Anblick nach, so doch nach ihrer inneren Bedeutung 
von jeder Willkührlichkeit in der Beziehung des Bewegungsvorganges befreit. 
Wir nehmen diese Gleichungen zum Ausgangspuncte vou Betrachtungen 
über die mechanische Arbeit der Kräfte. Wir folgern aus ihnen: 

a) Die der Monade m in der Richtung der Tangente an dem 
augenblicklichen Orte ihrer Bahn eigene Beschleunigung wird 
nur durch die in derselben Richtung wirkende Componente 
der Resultante der auf diese Monade von allen übrigen aus- 
geübten Kräfte hervorgerufen. 

b) Die derselben Monade in der Richtung der Hauptnormale der 
Bahncurve an demselben Orte eigene »normale Beschleunigung« 
oder »Centrif ugalkraft« wird allein durch die in der Richtung 
jener Normale geschätzte Componente derselben Resultante 
verursacht. 

c) Weil der Natur der Curve doppelter Krümmung gemäss die 
Schmiegungsebene der Trajectoric der Monade diese selbst 
immer enthält, verschwindet mit der vernichteten gegen diese 
Ebene senkrechten Beschleunigung auch deren Ursache, die zur 
osculirenden Ebene der Trajectorie der Monade normale Com- 
ponente der Resultante aller äusseren Kräfte. 

§. 5. Denken wir uns nun, nicht nur um alle Möglichkeiten durch ma- 
thematische Fictioncu zu umfassen, sondern um den wirklichen Bewegungs- 
vorgang in seiner ganzen Allgemeinheit treu aufzufassen, von Punct zu 
Punct der Trajectorie einer Monade , oder auch von Augenblick zu Augen- 
blick während ihrer Bewegung sowohl die einer Monade eigenen tangentia- 
len und normalen Beschleunigungen, als deren Ursachen, die Kräfte, ver- 
änderlich, und anerkennen wir es als eine Grundeigenschaft der Kraft, 
dass ihre Wirkung verharrt, bis sie aufgehoben wird, so entsteht die 
Frage, welches Resultat die Anhäufung derartiger veränderlicher und be- 
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harrender Triebkräfte liefert, wenn sie durch eine endliche Zeitstrecke oder 
längs einer endlichen Wegstrecke sich vollzieht. Denn eine solche (analytisch 
durch Integration bewirkte)’ Summation der augenblicklichen oder örtlichen 
Werthe einer veränderlichen Grösse über eine endliche Zeitstrecke, eine 
endliche Curvenstrecke, ein endliches Flächenstück, einen endlichen Raum- 
theil, liefert in ihrem Resultat, welches dem Ergebniss einer gleichmässigen 
Vertheilung des mittleren Werthes jener Grösse und nachfolgender Zu- 
sammenfassung aller seiner einzelnen Bestände gleichkommt, den deter- 
minirenden Totaleindruck, den derartige sich in der Zeit oder im Raume 
vollziehende Veränderungen auf die Umgebung machen. 

Derartige Erwägungen führen ungezwungen zu dem Gedanken, dass 
die naturgemässe Entstehung der »mechanischen Energie« in der 
»längs der Bahncurve des Angriffspunctes einer Kraft er- 
folgten Anhäufung der nach einem bestimmten mathemati- 
schen Gesetze ausgeübten und dann beharrenden Kraftwir- 
knngen« gelegen sei. Wenn eine Monade von Kräften angegriffen wird, 
deren analytische Ausdrücke in sich schon das Gesetz enthalten, nach 
welchem die der Monade ertheilten Impulse sich auf dem Wege derselben 
ändern, so sind es die von dieser aufgenommenen elementaren Geschwin- 
digkeitsimpulse, welche, an ihr beharrlich anhaftend und so auf einem end- 
lichen Wege zu endlicher Grösse angewachsen, ihr die Fähigkeit ertheilen, 
in bestimmten Maasse einen äusseren Widerstand zu überwinden und da- 
durch ihrerseits Bewegung zu veranlassen. Auf diese Grundeigenschaft 
der (mechanischen) Kraft, dass ihre Wirkung an ihrem beweglichen An- 
griffspunct beharrt und nur durch einen entgegengesetzten Antrieb auf- 
gehoben werden kann, gründet sich der Begriff der mechanischen Arbeit, 
der unzertrennlich mit der Vorstellung verbunden ist, dass Etwas nöthig 
sei, um einen Widerstand d. h. eine Kraft von gegebener Richtung und 
Grösse in ihrer beschleunigenden Wirkung zu überwinden. 

Derselben Vorstellung entspringt der Gedanke einer Aequivalenz von 
mechanischer Energie und Kräftearbeit, indem, wenn von einer Kraft durch 
die beschleunigte Verschiebung einer Masse eine gewisse Arbeit geleistet 
wird, diese Masse einen Gewinn an mechanischer Energie empfängt, welcher 
als Summe aller angehäuften elementaren Kraftimpulse jenem Aufwand 
gleichkommt und selbst wieder dazu verbraucht werden kann, gegen 
eine andere entgegen wirken de Kraft die gleiche Arbeit zu leisten. 

§ 6. Multipliciren wir die Gleichung (6 a) mit dem Wegelement ds 
der Monade m und summiren alle für die einzelnen Monaden geltenden 
Gleichungen, so ist das Resultat 

2m ^ ds = 2' (Xdx + Ydy + Zdz) (7) 

diejenige Differentialgleichung, welche unter gewissen Bedingungen auf das 
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Theorem der »Erhaltung der lebendigen Kräfte* führt Denn nur in der 
. Voraussetzung, dass die Kräfte X, Y, Z die (negativen) in den Richtungen 
der festen Axen genommenen partiellen Derivirten einer und derselben 
Function Si der Coordinaten sind, welche die Zeit nicht ausserhalb der 
letzteren enthält, wird in der vorstehenden Gleichung die rechte Seite 


(8) 1 (Xdx + Ydy + Zdz) = — dä 

ein exactes Differential. Allerdings cxistirt unter den in § 2. genannten 
Voraussetzungen über das Wesen der in einem Systeme von Monaden 
ausgeübten Fernwirkungen stets diese eine wichtige Function Q der Diffe- 
renzen aller Paare gleichnamiger Coordinaten aller im System vorhandenen 
und wirkenden Monaden, welche als »Kräftefunction (resp. Potentialfunction) 
des ganzen Systemes in Bezug auf sich selbst« bezeichnet wird. Dieselbe 
ist insofern den Kräften übergeordnet, als ihr Begriff in seinem Inhalt das 
dem Begriffe der Kraft wesentliche Merkmal der Richtung nicht enthält, 
wogegen dieses Merkmal bei der analytisch durch Differentiation vollzogenen 
Subordination der verschiedenen Kräfte unter die eine Kräftefunction erst 
in den Begriff »der in Bezug auf eine bestimmte Richtung genommenen 
Derivirten der Kräftefunction* eingeführt wird. 

Indem man unter der Voraussetzung der Existenz einer Kräftefunction 
die Differentialgleichung (7) integrirt, wobei nach der Formel 


( 9 ) 


r d J s v r ds d J s . i ds , s 
-mj dt , ds = 2m j • dt , dt = T 2m (^) 


die einer Monade m anhaftende »tangentiale Beschleunigung« sich zu ihrer 
»lebendigen Kraft« anhäuft, entsteht das Theorem der Erhaltung der Summe 
aller einem Monadensysteme eigentümlichen lebendigen Kräfte in der be- 
kannten Form: 

(10) y 2'm (^) + Q = const. 


Da nach dieser Auflassung die »lebendige Kraft« betrachtet wird als der 
analytische Ausdruck der Gesammtsummc der im Laufe einer endlichen 
Zeitstrecke von denjenigen Kraftcomponenten allein geleisteten Arbeiten, 
welche in den jedesmaligen Richtungen der Tangenten der Bahncurven der 
Monaden beschleunigend wirken, so ist es klar, dass sie als »Summe der 
halben Producte der Massen der Monaden in die Quadrate ihrer Ge- 
schwindigkeiten« definirt werden muss. In Rücksicht auf ihre Entstehung 
könnte man sie auch die »tangentiale Energie der Bewegung« nennen. 

§ 7. Ist nun ihrer naturwahren Auffassung gemäss die »lebendige 
Kraft« einer Monade das endliche Ergebniss der Anhäufung der in der 
Richtung der Tangente ihrer Bahn wirkenden Kraftcomponente, so muss 
röan bei der absoluten Coordination der beiden Componenten 
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d 2 s , 1 , ds 2 

m w UDd m y ( ~dr ) (11) 

die man »bewegende Kraft« und »Centrifugalkraft« nennt, nach einem 
endlichen Ergebniss der Anhäufung der augenblicklichen Werthe der Cen- 
trifugalkraft einer Monade suchen und eine solche (kinetische) Function 
der »lebendigen Kraft« einer Monade ooordinirt zur Seite stellen. Man 
kann den gesuchten allein von der wirklichen Bewegung abhängigen Aus- 
druck als »centrifugale Energie der Bewegung« oder auch als deren »normale 
Energie* bezeichnen; wir wollen sie am liebsten »Spannkraft« nennen und 
ihren analytischen Ausdruck zu bestimmen suchen. 

Die Gleichung (6 b) , mit dem Bahnelement ds multiplicirt, giebt die 
mit (7) corresponirende Differentialgleichung: 


1 , ds * . , v 

m 7 ( -dr )d3 = (X ^ 


d 2 x 

ds 2 


d 2 y 


d 2 z , 


+ Y '^ + Z -^) ds 


ds 2 ‘ 


( 11 ) 


Durch Division ihrer linken Seite mit dem Zcitelement dt erhält man nach 
(3) das Product der Centrifugalkraft einer Monade in ihre Geschwindigkeit ; 


m 


1 , ds * . ds * / d 2 x 2 d 2 v 2 

7«TT>— “T> /($•)+ 


d 2 7 2 

+<§> 


( 12 ) 


welchen Ausdruck wir, wie in (9), einer Integration unterworfen denken 
müssen, die aber vorher eine Transformation erfordert. Hier gelten die 
Ortsbestimmungsstücke x, y, z, s als Functionen der Zeit; nichts also ist 
natürlicher, als alle Differentiationen einzig nach der Zeit vollzogen anzu- 
nehmen. Bezeichnen wir durch x', y\ z' und s' die ersten, durch x", y", 
z” und s" die zweiten nach der Zeit genommenen Differentialquotienten 
jener Grössen, so hat man die Relationen: 

s' 2 = x' 2 + y' 2 + z' 2 s's" = x'x“ +■ y'y" + z'z" ^g^ 

Während also die tangentiale Geschwindigkeit s' die Resultante dreier zu 
einander senkrechter Geschwindigkeiten x', y', z' ist, stellt sich die tangen- 
tiale Beschleunigung s" dar als Summe der Projectionen dreier zu ein- 
ander senkrechter Beschleunigungen x", y", z“, genommen auf die Richtung 
der Tangente , deren Richtungscosinus in Bezug auf die festen Axen jetzt 
werden : 

dx x‘ jdy y‘ dz _ z' 

ds — s' ds — s' TT — s 1 (14) 


Dagegen ist die resultirende Beschleunigung <r", deren Componenten die 
zu einander senkrechten Beschleuuigungen x". y 1 ', z" sind, durch: 

ff" 2 = x" 2 + y' ,2 + z" 2 
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bestimmt. Nach den Regeln der Differentialrechnung wird: 

d-x _ s'x" — x's" _ z' (z'x" — x'z 11 ) — y' (x'y" — y'x") 

ds 2 ~ s* 9 — s' 4 

Man erhält also das vollständige System: 

d 2 x z'y'" — y'z’" 


(15) 


ds 2 s' 4 

d 2 y x’z'" — z'x" 

ds 2 — s' 4 

d 2 z y'x*" — x'y" 

ds 2 — s' 4 


x'" = y'z" — z'y" 
worin (16) y"‘ = z'x" — x'z" 
i" = x'y" — y'x" 


Gegeben durch die Formel (3), nimmt das Quadrat der Krümmung ver- 
möge einer aus den Elementen der Determinantentheorie bekannten Trans- 
formation die definitive Form an: 


(17) 


V = -L { (z'y'" — y'z"') 2 + (x'z"' — z'x"') 1 + (y'x'" - x'y'") 2 } = 


wo 

( 18 ) P 2 = x'" 2 + y'“ 2 4- z"' 2 

So haben wir also, abgesehen von den Vorzeichen, für die Krümmung, den 
Krümmungsradius und den fraglichen Ausdruck (12) die Werthe : 

(19) a) b) /> = — c) m- 8 — = mP 

Aber der Umstand, dass der letzte Ausdruck (19c) eine ganze und nicht 
eine gebrochene Function der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist, 
begünstigt den Versuch, aus ihm durch (partielle) Integration einen neuen 
Ausdruck abzuleiten, der nur die Coordinaten und Geschwindigkeiten ent- 
halten soll. 

Betrachtet man nur die eine Curve, welche in der yz-Ebenc die Pro- 
jection der wirklichen Bahn einer Monade darstellt, so hat man statt (19c) 
die einfachere Grösse: 


mx'" = m (y'z“ — z'x") 

Zwar wird die Frage, ob sich von diesem Ausdrucke das Integral angeben 
lasse, durch die Variationsrechnung sofort verneint; allein diese Verneinung 
bedeutet nur die Unmöglichkeit, ihn unter Beibehaltung der rechtwink- 
ligen Coordinaten vollständig zu integriren. Geht man dagegen zu 
Polarcoordinaten r und u über und dies mittelst der Formeln: 


Digitized by Google 


y = r cos v 
z = r sin u 


9 


y‘ = r' cos u — r sin u . »' 
z‘ = r' sin o + r cos u . tt‘ 


y" = r" cos u — ~r‘ sin o . u' — r (cos w . u' 3 + sin a . u") 
z“ = r '' sin o + 2r' cos o . o‘ + r (cos u . u" — sin u . u' 2 ) 


so ergiebt sich nach einigen Reductionen: 

rnx'" = m {(2^ — rr") u' + rr'o" + r 1 . u' 3 } 

sieht, dass dieser Ausdruck allerdings nur die Theile des Differential- 
quotienten der von den Geschwindigkeiten abhängenden Function 

g = mrrV (20a) 

enthält, welche man in der That ain ehesten durch partielle Integration zu 
gewinnen versucht sein möchte. Nun hat man für die Winkelgeschwin- 
digkeit mit welcher der Radius vector r der Monade um den einen 
festen Endpunct das Winkelelement du beschreibt und ebenso für die 
lineare Geschwindigkeit r', mit welcher die Monade ihren Abstand vom 
Coordinatenmittelpuncte um die Strecke dr ändert, ihrem Begriffe nach 
die Formeln: 

du = u‘ .dt . dr = r‘ . dt 

Demnach kann man die Grösse (20a) besser in der Form betrachten: 


«T 


m 


rdr . u' 2 
u' . dt 


dr 

du 


(20b) 


Vornehmlich ist es dieser Ausdruck, der unter dem Namen »centri- 
fugale Energie« oder »Spannkraft« der »lebendigen Kraft« der Bewegung 
einer Monade zur Seite gestellt zu werden verdient. Da nun die Grösse 
mu’ 5 r die Centrifugalkraft einer Monade mit der Masse m darstellt , wenn 
sie sich auf einem Kreise mit dem Radius r mit der Winkelgeschwindigkeit 
u’ bewegt, da ferner der Ausdruck mo‘ 2 r . dr gewöhnlich als die wirkliche 
Arbeit der Centrifugalkraft auch im Falle einer nicht genau kreisförmigen 
Bewegung betrachtet wird, so muss man eingestehen, dass der gewisser- 
massen als Differential -Quotient auftretende Ausdruck g (20 b) eine reale 
Bedeutung hat und dass eine eben solche auch dem Ausdrucke (19 c) zu- 
kommt. Man kann eine Grösse dieser Art gewissermassen als die Ge- 
schwindigkeit betrachten, mit welcher die Centrifugalkraft in 
ihrer eignen Richtung Arbeit leistet, indem sie, einer anziehenden 
Kraft entgegenwirkend, ihren Angriffspunkt nach der convexen Seite seiner 
Bahn hinausdrängt. Um der Einfachheit des Ausdrucks willen mag im 
Folgenden die öfter wiederkehrende Benennung »Centrifugalkräfte - Arbeit* 
>n diesem genaueren Sinne gedeutet werden. 


* 
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Nun haben wir nach (15), (18) und (19 b) für die Richtungscosinus 
(56) der Hauptnormale der Bahncurve einer Monade die Wertbe 

d-x z'y'" — y'z‘‘‘ d 2 y x*z'" — z'x”' d 2 z y'x'" — x'y"‘ 
^ ds 2 — s'P ds 2 — s'P ^ ds 2 — s'P 


wonach die mit der Grösse (19c) gleichwertbigc, durch das Zeitelement dt 
dividirte rechte Seite der Gleichung (11), d. h. das »Product der Geschwin- 
digkeit der Monade in die in der Richtung der Hauptnormale der Bahn 
wirkende Kraftcomponente« , nämlich 


(21a) 


R=/>(X. 


d 2 x _ d 2 y 

ds 2 ds 2 


+ Z . 


d 2 z 

ds 2 


)s' 


die Form erhält: 


(21b) R = -V |x"' (y'Z — z'Y) + y'" (z'X — x'Z) + z'" (x'Y — y'X)} 


Diesem Ausdrucke gleich werthig während der Bewegung ist die Grösse: 


( 22 ) 


mP = m V x"' 2 + y"' 2 + z'" 2 = 


m (x"' 2 + y"' 2 + z'" 2 ) 
P 


Angesichts dieser Formeln aber sind wir gezwungen, nicht die Arbeits- 
geschwindigkeit der (resultirenden) Centrifugaikraft selbst, sondern vielmehr 
die Arbeitsgeschwindigkeiten der Componenten der Centrifugaikraft oder, 
was der Mechanik wie der Analysis als gleich gilt, die componirenden 
Arbeitsgeschwindigkeiten der Centrifugaikraft zu untersuchen, welche in 
den drei auf einander senkrechten festen Ebenen der yz, zx, xy herrschen, 
elementare Componenten, welche die Werthe 

(23) mx"'dt , my"'dt , mz'"dt 

besitzen und, wie man aus den Formeln (16) ersieht, nur dann verschwinden, 
wenn die Beschleunigungen den Geschwindigkeiten proportional sind. 

Die Coefficienten, welche in dem Ausdruck (21b) die aus den Kräften 
und Geschwindigkeiten gebildeten Determinanten behaften, bedeuten übrigens 
nichts anderes, als die Cosinus der Winkel, welche die Normale auf der 
Schmiegungsebene der Bahncurve mit den festen Axen bildet. Der erste 
jener Cosinus (5 c), nämlich 

dy d 2 z dz d 2 y 

^ ' ds ds 2 ds ds 2 

geht nach Einsetzung der Werthe (14, 15) über in: 

y 1 (y'x"' — x'y"‘) — z' (x’z"' — z'x'") x'" (x' 2 -f y' 2 + z' 2 ) 

s' 2 P ~ s‘ 2 P 
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So bat man also für jene drei Cosinus (6c) die Werthe: 

x"' y^ z"‘ 

T ’ P ’ P 


( 24 ) 


Demnach ist der Ausdruck R (21b) nichts anderes als die Summe der 
Projectionen der drei Determinanten 

(y'Z — z'Y) , (z'X — x'Z) , (x'Y-y'X) (25) 

auf die bewegliche Schmiegungsebene der Bahncurve, welche letztere Ebene 
das eigentliche Wirkungsgebiet der auf Entfernung der Monade hinarbei- 
tenden Ccntrifugalkraft ist. Mit dem Zeitelement multiplicirt, repräsentiren 
uns die Determinanten (25) gewisse in den festen Ebenen der yz, zx, xy 
stattfindende elementare Arbeitsleistungen, welche mit den Grössen (23) 
combinirt die Gleichungen ergeben: 

m (y'z‘‘ — z’y'') = y'Z — z'Y 

m (z'x" — x'z 1 ') = z'X — x'Z (26) 

m (x'y" — y'x'') = x Y — y'X 

Zwar hätten sich dieselben auch ohne die im Vorangegangenen entwickelten 
Beweggründe aus den Differentialgleichungen (1) höchst einfach bilden lassen; 
aber so hat sich nur um so dringender die Nothwendigkeit ergeben, dass 
grade sie der Untersuchung über die mechanische Arbeit der in einem 
Massensysteme wirkenden Centrifugalkräfte zu Grunde gelegt werden müssen. 

§ 8. Vermöge ihrer Entstehung sind also die beiden coordinirten, 
rein von der wirklichen Bewegung abhängigen Energie-Grössen: »lebendige 
Kraft« f und »Spannkraft« g einer Monade durch die Diffcrentialausdrückc 
dargestellt: 

a) f=- m 2 V - b) g = m^r.-~ (27) 

wenn v die lineare, 8 die angulare Geschwindigkeit einer Monade, r ihren 
Abstand von einem Centrum bedeutet, um welches die Bewegung, einer 
um die Winkelelemente dy fortschreitenden Rotation vergleichbar, in einer 
Curve von endlicher Krümmung erfolgt. In dem Falle, dass ein massiver 
Punkt durch einen ausdehnsanien Faden an ein (festes oder bewegliches) 
Centrum gebunden ist und um dieses etwa als Pendel eine schwingende 
Bewegung in einer nahezu kreisförmigen Bahn vollzieht, wird man mit 
ziemlicher Annäherung die jedesmalige Länge des Fadens, die sich durch 
den einer veränderlichen beschleunigenden Kraft ausgesetzten schweren 
Punkt innerhalb sehr enger Grenzen abwechselnd verlängert und verkürzt, 
als den periodisch veränderlichen Krümmungsradius der Bahn betrachten 
können. Man ersieht nun aus dem Werthe (27b), dass die Spannkraft 
einer Monade im Gegensatz zu ihrer lebendigen Kraft einen Wechsel ihres 
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Vorzeichens oder eine Veränderung ihres Sinnes erleiden kann, wenn sie 
bei fortgesetztem Umschwung um eine Axc ihren Abstand von dieser ver- 
grössert oder vermindert und dass sie so lange den Werth Null besitzen 
müsste, als dieser Abstand sich (bei vollkommen kreisförmiger Bewegung) 
nicht ändert. Demnach steht zu erwarten, dass für die Dynamik der 
Systeme von Stofftheilchcn ein gewisses Integralgesetz existiren müsse, 
welches die Werth Veränderungen ihrer Spannkräfte lediglich von denjenigen 
ihrer relativen Coordinaten abhängig macht und welches dem Integral- 
theoreme von der Erhaltung der lebendigen Kräfte sich als eine wesentlich 
auf die Stabilität der Systeme gehende Ergänzung zur Seite stellen möchte. 

Das Ziel dieser Untersuchungen wird also vornehmlich darin bestehen, 
ein Gesetz zu bestimmen, welches die »Erhaltung« der »Spannkräfte* in 
demselben Sinne gewährleistet, wie es das bekannte dynamische Funda- 
mentaltheorem der »Erhaltung* der »lebendigen Kräfte« für eine andere 
Gattung von Arbeitsleistungen thut, so zwar, dass erst der Complex dieser 
beiden Theoreme das »Gesetz der Erhaltung der Energie* in einer mathe- 
matischen Form ausdrückt, welche alle Ursachen der Veränderung me- 
chanischer Bewegungsvorgänge umfasst. Allein, wenn auch nicht an dem 
Dasein des gesuchten Integraltheoremes gezweifelt werden darf, muss man 
dennoch, des Umstandes eingedenk, dass das Theorem der lebendigen Kräfte 
seine Giltigkeitsbedingungen sogar verlangt und nicht etwa un- 
ziemlich mit solchen beschwert ist, mit vollstem Recht vermuthen, dass 
auch das Gesetz der Erhaltung der centrifugalen Energie dergleichen fordern 
werde. Es wird also unsere zweite Hauptaufgabe darin liegen, der Analysis 
die natürlichen Vorbedingungen abzugewinnen, welchen die Kräfte 
selbst genügen müssen, um eine dauernde Verknüpfung der 
Bewegungen der Massenpuncte eines Systemes zu verbürgen. 
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Zweites Capitel. 


Die Arten und die Bestimmungsstücke der Bewegung für ein System 
von Monaden, chemischen Atomen, chemischen Moleeülen. 

§. 9. Systematische Entwickelung der Abhängigkeit stofflicher Gebilde. Theoretische 
Definitionen: Chemisches Atom, chemisches MolectU, wahrnehmbarer Körper. 
Vergleich mit den empirischen Definitionen derselben Dinge. Inilirecter Beweis 
für die Richtigkeit der theoretischen Definitionen. Der stationäre Beweguugs- 
zustand des chemischen Molecüles. Kriterien der Gleichartigkeit und Verschieden- 
artigkeit chemischer Atome. Gleiche Dichtigkeit aller chemischen Atome. 

§. 10. Erfindung aller denkbaren Bewegungsvorgänge und aller denkbaren Verbindungen 
derselben. Analyse der Vorstellungen Ober : Translation der Monaden; Translation 
des Massenmittelpunktes eines Atomes; Rotation eines Atomes um seine Haupt- 
träghcitsaxen ; absolute Translation des augenblicklichen Massenmittelpunktes eines 
Atomensystemes ; relative Translation der Massenmittelpunkte der Atome eines 
Systemes; Rotation eines Atomensystemes um seine augenblicklichen Haupt- 
trägheitsaxen; Torsion der einzelnen Atome eines Systemes um dessen augen- 
blickliche Ilauptträgheitsazen. Beispiel eines rotirenden und in sich tordjrten 
Cylinders. 

§. 11. Zergliederung der analytischen BestimmungsstQcke der Bewegungen in einem 
Systeme von Atomen und Monaden. Die auf den Principien der Geometrie des 
Raumes und der Statik beruhenden Relationen zwischen den Bestimmungsstacken. 
Analytische Definition der Rotationsgeschwindigkeiten eines Atomensystemes. Zu- 
sammenhang der absoluten und der relativen Geschwindigkeiten und Beschleuni- 
gungen. 

§. 12. Tendenz der Anlage analytischer Entwicklungen. 

§. 9. Die allgemeinen Resultate der Mechanik des Himmels und der 
Erde verneinen die stoffliche Verschiedenheit der kleinsten denkbaren 
Theilchen der uranfänglichcn Materie. Seiner Hauptaufgabe, aus dem 
Unterschiedslosen das Unterschiedene zu construiren, sich bewusst, hat 
der Verstand unter den Möglichkeiten die Nothwendigkeiten zu erkennen. 
Aber wir erkennen: 

1. die Möglichkeit starrer, d. b. in der Weise unveränderlicher 
Systeme von Monaden, dass die Entfernungen je zweier als 
Puncte gedachter Monaden, ebenso die Winkel, welche je zwei 
Monadenabstände in dem System mit einander bilden, im Laufe 
der Zeit sich nicht ändern, so dass das ganze in der Zeit ent- 
standene Gebilde unveränderliche Eigenschaften bewahrt ver- 
möge der Grösse seines stofflichen Gehalts und der Art der 
Stoffverteilung ; 
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2. die Möglichkeit nicht -starrer, d. h. in dem Sinne elastischer 
Systeme von Monaden, dass die Längen und Richtungsunter- 
schiede der Monadenabstände veränderlich sind, wesshalb die 
auf der räumlichen Anordnung seiner Theile beruhenden mecha- 
nischen Eigenschaften des Systems veränderlich werden müssen. 
Es erweitert sich diese Vorstellung sofort zu derjenigen des 
Daseins nicht starrer Systeme von starren Monadensystemen. 

Nun aber sind die Grenzen des Verstandes, als eines natürlichen 
Wesens, nicht weiter als die der Natur. Folglich besitzen diese durch 
den Verstand als möglich erkannten Gebilde Wirklichkeit, wenn deren hin- 
reichende und nothwendige Bedingungen erfüllt sind. Die vorhandenen 
Namen adoptirend, geben wir dann die theoretischen Definitionen: 

a) »Chemisches Atom« ist eiu starres, stetiges (auf 
äusserst geringe Masse und ausser st geringe Di- 
mensionen beschränktes) System einer unangeb- 
baren Anzahl unterschiedsloser Monaden. 

b) »Chemisches Molecül« ist ein nicht-starres, nicht- 
stetiges System einer angebbaren (weil eindeutig 
definirten) Anzahl gleichartiger oder verschieden- 
artiger chemischer Atome, welches der mathematisch zu 
formulirenden Beschränkung unterworfen ist, dass während der 
Zeit seines Bestehens periodische Veränderungen der Werthe 
der Bestimmungsstücke der relativen Lage seiner einzelnen 
Atome innerhalb bestimmter Grenzen erfolgen, die zugleich die 
wesentliche, d. h. hinreichende, aber auch nothwendige Be- 
dingung seines Bestehens während einer gewissen Zeitstrecke 
sind. 

Mit Bedacht auf die Möglichkeit, dass noch isolirte Monaden, welche 
bei der Verdichtung der Urmaterie zu chemischen Atomen als Rest zurück- 
geblieben sind, im Raume existiren und als solche uns höchst wahrschein- 
lich den »Lichtäther« repräsentiren, definiren wir endlich: 

c. »Ein sinnlich wahrnehmbarer Körper« ist ein nicht- 
starres, nicht-stetiges System einer unangebbaren Anzahl gleich- 
artiger oder verschiedenartiger, mit einer unangebbaren Anzahl 
unterschiedsloser Monaden oder Restpuncte untermischter che- 
mischer Molecüle, deren Verband durch Gleichungen auszu- 
sprechen ist, deren Form den Aggregatzustand entscheidet. 

Diese unsere theoretischen Definitionen, für uns Princip der Deduc- 
tion, die nach Vermehrung des Erklärten strebt, sind gleichen Sinnes mit 
den empirischen Definitionen, dem Resultat der Induction, die nach Ver- 
minderung des Unerklärten ringt Sie aber lauten : 

a') »Chemisches Atom« ist diejenige kleinste, bisher noch unge- 
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tkeilte Stoffmenge, welche selbständig in chemische Verbindungen 
eintreten oder aus ihnen austreten, kann, 
b') »Chemisches Molecül ist diejenige kleinste, in Wirklichkeit 
tbeilbare Stoffmenge, welche bei chemischen Vorgängen, eines 
selbständigen Auftretens fähig, in Wirkung tritt. 

Aber diese empirischen Definitionen entsprechen nicht dem Character 
der logisch- deductiven Methode, weil sie zusammengesetztere Begriffe (chem. 
Verbindung, chem. Vorgang) für ihre Deutlichkeit in Anspruch nehmen. 
Unsere theoretischen, auf die Grundbegriffe der Geometrie — Entfernung 
und Winkel — gestützten Definitionen lassen sich durch apagagischen Be- 
weis, wie folgt, erhärten: 

Wird die Realität des Atomes angenommen, so ist es entweder 
eine Monade oder ein System von Monaden. Wäre nun, indem eine 
stoffliche Verschiedenheit der Monaden undenkbar ist, das Atom nur Eine 
Monade, so könnte es keine Unterschiede in den Massen und Eigenschaften 
der Atome geben. Nun aber sind diese Unterschiede thatsächlich erwiesen. 
Folglich muss das Atom ein System von Monaden sein. Als solches ist 
das Atom entweder starr oder nicht-starr. Hätte das letztere Statt, 
so könnten die auf der relativen Anordnung seiner Theile beruhenden 
mechanischen Eigenschaften des Atomes nicht unveränderlich sein. 
Nun aber spricht die Erfahrung für die Unveränderlichkeit derselben. 
Folglich muss das Atom als starres Monadensystem betrachtet werden. 
Als solches ist es entweder ein stetiges oder ein nicht-stetiges System. 
Wäre das letztere der Fall, so müssten die unstetig und gegen einander 
unveränderlich vertheilten Monaden des Atomes veränderliche Kräfte gegen 
einander ausüben, damit diese die veränderlichen Centrifugalkräfte genau im 
Gleichgewichte halten, welche bei der bald rascheren bald langsameren Be- 
wegung jener auf Bahnen von veränderlicher Krümmung entstehen und eine 
Veränderung ihrer räumlichen Anordnung zu bewirken streben. Aber jene 
Forderung könnte durch keine mechanische Kraft erfüllt werden. Folglich 
muss das Atom auch als ein stetiges oder undurchdringliches 
Monadensystem betrachtet werden. 

Man braucht das sog. Element-Atom nicht mit dem Dinge, das 
hier »Atom« genannt ist, zu identificiren ; es genügt, unter dem Atom ein 
zusammengesetztes Ding zu verstehen, dessen totale Unveränderlichkeit als 
Grund der partiellen Unveränderlichkeit der Körperwelt vorauszusetzen ist 

Auch die einzelnen Merkmale in unserer theoretischen Definition des 
»Molecüles,« die wir zu den entsprechenden Merkmalen des »Atomes« in 
contradictorischen Gegensatz stellten, liessen sich durch indirecte Beweis- 
führung erschliessen. 

Es sind jedoch viel weniger empirische Rücksichten, als theoretische 
Betrachtungen über deu einem Molecüle nothwendig eigenthümlichep sta- 
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tionären inneren Bewegungszustand, die jene mechanisch -geometrische 
Definition verlangten. Da pämlich das kleinste, ihr noch gleichartige Theil- 
chen einer chemischen Verbindung als eine geometrische Configuration der 
Masscnmittelpuncte und der Hauptträgheitsaxen gleichartiger oder ver. 
schiedenartiger Atome gedacht werden muss, da ferner jede Umsetzung, 
jeder Austausch der Bestandtheile zwischen zwei oder mehr Atomensystemen 
nur das Resultat stetiger Veränderungen sowohl der Abstände der Massen- 
mittelpuncte als der Richtungsunterschiede der Ilauptaxen der Atome selbst 
sein kann, wird es in dem beschränkten Falle der S tat ik chemischer Ver- 
bindungen die Aufgabe der Analysis, die besonderen Bedingungen zu be- 
stimmen, unter denen für diese im Allgemeinen als Function der Zeit ge- 
dachten Abstände (und Winkel) Werthegrenzen bestehen können, inner- 
halb deren dann die Werthe jener Functionen um gewisse Mittelwerthe 
periodisch schwanken müssen, nicht nur ohne Schaden für den beharrlichen 
Zusammenhang des Atomensystemes, sondern auch ohne den Nachtheil der 
Aufhebung dt* Möglichkeit der Lösung des Verbandes der Atome, während 
ausserhalb solcher Greuzcn auf der einen Seite die Festigkeit des Zusammen- 
hanges, auf der anderen die Leichtigkeit der Trennung vermindert würde. 

Indem wir also die Statik der Molecüle nur als einen besonderen Fall 
ihrer Dynamik betrachten, gehen wir von der Voraussetzung aus, dass 
relative Bewegungen seiner Bestandtheile zum Wesen eines 
chemischen Molecüles nothwendig gehören und lassen die 
Möglichkeit gelten, dass die ihm zu seiner Wesenerhaltung nothwendigen 
periodischen Veränderungen der Lagerung seiner Bestandtheile durch äussere 
Umstände, (etwa durch Zusammenstösse der Molecüle, durch Wärmezufuhr) 
beschleunigt oder gar auf andere Mittelwerthe gebracht werden. Indem 
wir aber unter der Unstetigkeit eines Molecüles die Unmöglichkeit ver- 
stehen, von einer Monade eines Atomes zu einer Monade eines anderen 
Atomes desselben Molecüles in Gedanken auf einer beliebigen Curve zu 
gehen, schliessen wir aus unseren Gedanken den Fall aus, dass in einem 
Molecüle immer ein Atom auf der Oberfläche eines anderen oder auf denen 
mehrerer anderer gleite oder roilc, eine Bewegungsart, welche trotz der 
Nichtstarrheit des Molecüles dennoch die Möglichkeit bieten würde, von 
einem Atome zu einem anderen auf einem Wege überzugehen, welcher den 
von ihrer Gesammtheit erfüllten Theil des Raumes nicht verlässt. Wir setzen 
zugleich voraus, dass die Dimensionen von solchen wirklichen Atomen zu 
den Abständen ihrer Massencentra, wenn sie zu einem Molecül zusammen- 
treten , in Verhältnissen stehen, die durch endliche Zahlen gegeben sind. 

Wir betrachten also bis auf Weiteres das »Molecül« in seinem über- 
geordneten Begriff »Atomensystem« und erwarten, bis die Analysis das 
endgiltige Endscheidungswort über die Bedingungen gesprochen hat, welche 
gewisse zu dem allgemeinen Begriffe des Atomensystemes hinzutretende 
Merkmale formuliren und dadurch das Atomensystem zu dem besonderen 
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Begriffe eines in sich geschlossenen chemischen Molecüles determiniren. 
Dasselbe gelte von der mechanistischen Begriffsbestimmung eines »sinnlich 
wahrnehmbaren Körpers« in Bezug auf seinen Aggregatzustand. 

Nachdem der Inhalt des Begriffs des chemischen Atornes durch den 
Beweis der Unmöglichkeit oder Naturwidrigkeit des einen von zwei sich 
ausschliessenden Fällen festgestellt ist, sind die Mittel der Theilung des 
Umfangs des Begriffes des Atornes anzugeben. Die Verschiedenartigkeit 
zweier räumlich getrennter Atome kann, in Consequenz der gegebenen De- 
finition, ihren Grund in nichts Anderem finden, als erstens in einer Un- 
gleichheit der Anzahlen von materiellen Monaden, welche beide Atome zu- 
sammensetzen, Anzahlen, die beiderseits unangebbar sind, deren Verhält- 
nisse jedoch durch die gewöhnlich »Atomgewichte« genannten Propor- 
tionszahlcn gegeben sind; denn das Verhältnis der Gewichte ist auch 
dasjenige der Massen. Uebcr die Natur dieser Proportionszahlen lässt 
sich a priori feststellen, dass sie als Quotienten reeller positiver ganzer 
Zahlen nichts anderes sein können, als reelle positive, rationale, ganze 
oder gebrochene Zahlen. Zweitens kann und muss die Verschiedenartig- 
keit zweier chemischer Atome durch die besondere Anordnung der unter- 
schiedslosen Bestandteile derselben begründet sein. Bei der nothgedrun- 
genen Undurchdringlichkeit der chemischen Atome giebt es keine Möglich- 
keit eines Unterschiedes in dem Gesetze der Verteilung der Masse eines 
Atornes, d. h. keine Möglichkeit einer Veränderung der Dichte des Ato- 
mes für verschiedene Orte innerhalb seiner geschlossenen Oberfläche. 
Denn die Annahme dieser Möglichkeit würde einen Widerspruch gegen den 
Begriff der Monade enthalten. Wohl aber besteht die Möglichkeit eines 
Unterschiedes in der geometrischen Natur der Begrenzungsflächen zweier 
Atome. Aber wenn auch die Gestalt zweier Atome verschieden sein kann, 
so müssen sie dennoch beide dieselbe Dichtigkeit besitzen, d. h. gleiche 
Itaumtheilc, die, im Innern desselben Atornes gedacht, dieselbe Menge von 
Monaden enthalten, müssen auch dieselbe Stoffmasse einschliessen , wenn 
man sie sich in je zwei beliebigen Atomen vorstellt. Wir gelangen so 
durch reines Denken zu der Erkenntniss, »dass alle chemischen Atome, 
so verschiedenartig sie auch gestaltet sein mögen, eine und dieselbe 
Dichtigkeit besitzen«. 

Bei der Stetigkeit eines chemischen Atornes und bei seiner ideellen 
Theilbarkeit ist es aber nichts weniger als widersinnig, sowohl durch seine 
Mpsse, als über seine Oberfläche Integrationen zu vollziehen. Derartige 
durch den von einem Atom ausgefülltcn Theil des Baumes erstreckte In- 
tegrale sind die Masse eines Atornes und seine Trägheitsmomente in Bezug 
auf Linien, die dasselbe durchdringen oder nicht durchdringen. 

Die Reihe der Bedingungen der Gleichartigkeit zweier chemischer 
Atome beginnt also mit der Gleichheit ihrer Massen und der respectiven 
Gleichheit des grössten, des kleinsten und des mittleren ihrer Hauptträg- 
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heitsmomente für ihre Massenmittelpunctc , wobei es sieh von selbst ver- 
steht, dass für jedes Atom die Somme der beiden kleineren dieser Träg- 
heitsmomente grösser als das grösste ist. In der That, zwei starre Mo- 
nadensysteme, deren Masse gleich ist, während die drei Hauptträgheits- 
momente des einen den entsprechenden des andern gleich sind, werden, 
wofern sie sich einmal in demselben Bewegungszustand befanden , unter 
dem Einfluss derselben Kräfte und derselben Kräftepaare genau dieselben 
Veränderungen ihrer Bewegungen erfahren und, wenn sie in gleichen Um- 
gebungen sich befinden, genau dieselben Veränderungen in dem Bewegungs- 
zustande derselben hervorrufen , so dass in beiden Fällen, bei der Gleich- 
heit der fortgepflanzten Wirkungen, genau derselbe Eindruck auf ferne 
Orte, wo ihre Wirkung aufgenommen wird, also auch auf unsere Sinnes- 
organe, erfolgt. Man darf also von der Figur eines chemischen Atomes, 
d. h. von der geometrischen Natur seiner Begrenzungsfläche unter allen 
Umständen abstrahiren und die hauptsächlichste Bedingung der Gleich- 
artigkeit zweier Atome neben der Gleichheit ihrer Massen dahin festsetzen, 
dass ihre beiderseitigen »Centralellipsoide« congruent sein müssen, wenn 
man die willkürliche Linie, welche die Dimensionen, nicht aber die Halb- 
axenverhältnisse des ellipaoide central von Poinsot bestimmt, für beide 
Atome der Längeneinheit gleichsetzt. 

§ 10. Wir gehen dazu über, die allgemeinsten Möglichkeiten bei 
der Bewegung eines Systemes von Monaden und Atomen zu erfinden, um 
später aus ihnen durch strenge analytische Begründung die Noth Wen- 
digkeiten zu erschliessen. Es handelt sich zunächst um die vorstellungs- 
mässige Erfindung, dann um die gesetzmässige Bestimmung aller denkba- 
ren Arten von Bewegungsvorgängen und um die Bestimmung aller denk- 
baren Verbindungen derselben, die wir von jeder Hypothese unabhängig 
vollziehen können. Um eine klare Vorstellung von der Translation einer 
Monade im Baume zu haben, genügt es, sich als ihren Weg eine stetige, 
niemals verzweigte Curve doppelter Krümmung zu denken. Dasselbe gilt 
für die räumliche Translation des Massemnittelpunctes eines chemischen 
Atomes, welcher wegen der Definition des Atomes seine Lage innerhalb 
desselben in keiner W'cise ändert. Gleichfalls vermöge seiner Definition 
besitzt jedes chemische Atom in sich ein System von drei auf einander 
senkrechten , innerhalb seiner selbst unbeweglichen Hauptträgheitsaxen, 
welche, im Massenmittelpuncte desselben sich durchschneidend, im absolu- 
ten Raume beweglich angenommen werden müssen. Diese Vorstellung 
kommt überein mit derjenigen der componirenden Rotationen eines chemi- 
schen Atomes um seine einzelnen Hauptträgheitsaxen. In diesem Falle 
lässt sich für eine dieser Axen von vorn herein bestimmen, dass die in 
ihrer Vereinzelung gedachten Monaden des Atomes kreisförmige Bahnen 
von theils gleichen, theils verschiedenen Radien in Ebenen beschreiben, die 
auf der Rotationsaxe senkrecht stehen. Dies gilt für jedes einzelne Zeit- 
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element während der Bewegung. Dabei erzeugt die Drehungsaxe, zwar im 
Atome unbeweglich, aber mit ihm beweglich, durch ihre Lageuvcrändcrung 
im Baume eine gradlinige Oberfläche, die in eine Kegelfläche über- 
geht, wenn der Massenmittelpunct des Atomes in Ruhe bleibt. Bestehen 
gleichzeitig drei derartige Rotationen, jede in Bezug auf eine im Atome 
unbewegliche Hauptträghcitsaxe, so existirt, wie der französische Geometer 
I’oinsot durch einfache, elegante synthetische Betrachtungen nachgewiesen 
hat, eine »augenblickliche Drehungsaxe«, welche aber nicht nur im abso- 
luten Raume, sondern auch innerhalb des Atomes selbst beweglich ist. 
Dann müssen wir die sehr zusammengesetzte Vorstellung .durchdringen, 
dass die einzelnen Monaden eines Atomes sich für jeden Augenblick in 
kreisförmigen Bahnen theils gleicher, theils verschiedener Radien in Ebenen 
bewegen, die auf der augenblicklichen Rotationsaxe des Atomes senkrecht 
stehen, welche Linie aber ihrerseits im Atome eine Kegelfläche, eine grad- 
linige Oberfläche im Raume beschreibt. Dadurch ist die Vorstellung der 
Rotation eines chemischen Atomes um seine drei in ihm festen, zu einander 
senkrechten Hauptträghcitsaxcn aufgeklärt. 

Denken wir uns die Theile eines Monadensystcmes in Bewegung, 
erfassen während derselben eineu Augenblick, in welchem das System die- 
selbe Anordnung seiner Bestandtheile behält, so können wir den Massen- 
mittelpunct des Mouadensystemcs für diesen Augenblick denken und mit- 
telst der bekannten statischen Formeln bestimmen. Einen Augenblick 
später hat die geometrische Coufiguration der Monaden des Systemes sich 
geändert, aber cs entspricht auch diesem Augenblick ein einziger, voll- 
kommen bestimmter Massenmittelpunct. Auf diese Art erfassen wir den 
Begriff des »augenblicklichen Massenmittelpunctes eines nicht-starren Mo- 
nadensystemes«, der nicht nur seine Lage in Bezug auf die Orte der ein- 
zelnen Monaden des Systemes ändert, sondern auch im absoluten Raume 
seinen Ort verlegt Jedoch gilt dabei die Beschränkung, dass dieser 
augenblickliche Massenmittelpunct eines Monadensystemes niemals einen 
Ort ausserhalb des grössten Polyeders einnehmen kann, welches sich er- 
giebt, indem man sich durch je drei Monaden des Systemes Ebenen gelegt 
denkt. Um in dem allgemeineren Falle eines nicht-starren Systemes von 
Atomen den augenblicklichen Massenmittelpunct desselben zu bestimmen, 
ist es zuerst, wie sich leicht beweisen lässt, erlaubt, die Massen der ein- 
zelnen Atome in ihren respectiven Massenmittelpuncten vereinigt anzuneh- 
men, und darauf nöthig, die Bestimmungsstücke des augenblicklichen 
Massenmittelpunctes dieses Systemes beweglicher Massenmittelpuncte nach 
den statischen Formeln zu berechnen. Ueber die absolute Translation des 
augenblicklichen Massenmittelpunctes eines (etwa noch isolirte Aethermona- 
den enthaltenden) Systemes von Atomen lässt sich im Allgemeinen sagen, 
dass dieser Punct in einer stetigen, niemals verzweigten Curve doppelter 
Krümmung sich bewegen muss. Denken wir uns ein Atomensystem, d. h. ein 
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nicht starres System von starren getrennten Monadensystemen in Bewegung 
und erfassen während derselben einen Augenblick, wo sowohl die Abstände der 
Massenmittclpunctc der einzelnen Atome als die Winkel, welche die Haupt- 
triigheitsaxen eines Atomes mit denen eines anderen machen, feste Werthe 
besitzen und denken uns dazu die Monaden eines jeden Atomes in ihrer 
Vereinzelung, so existirt für diesen Augenblick in dem Systeme von Mona- 
den ein System von drei Hauptträghcitsaxen, die senkrecht auf einander 
sich in dem augenblicklichen Masscnmittclpuncte desselben durchschneiden. 
Wir können die Richtungen dieser Axcn sowohl als die Werthe der Träg- 
heitsmomente in Bezug auf dieselben nach bekannten Vorschriften und 
Gleichungen bestimmt denken. Einen Augenblick später ist die gegen- 
seitige räumliche Anordnung der vereinzelt gedachten Monaden des Atomen- 
systeines insofern zum Theil verändert werden, als die Massenmittelpuncte 
der Atome andere Orte und deren Hauptträghcitsaxen andere Richtungen 
eingenommen haben. Aber auch für diesen Zeitpunct lässt sich dasselbe 
leisten, wobei wir jedoch bedenken müssen, dass der augenblickliche 
Masscninittelpuuct des ganzen Systemes sich um eine unendlich kleine 
Strecke von seiner ersten Lage im Systeme wie im Räume verschoben hat 
und die für diesen zweiten, dem ersten unendlich naben Zeitpunct beste- 
henden Ilauptträgheitsaxcn des ganzen Systemes Richtungen im Systeme 
wie im- Räume angenommen haben, die sich von den erst betrachteten um 
ein unendlich Kleines unterscheiden. So erfassen wir die zu dem Begriff 
des augenblicklichen Massenmittelpunctes eines Systemes von Monaden und 
Atomen nothwendig hinzugehörenden Begriffe der »augenblicklichen Haupt- 
trägheitsaxen« und der »augenblicklichen Hauptträgheitsmomente« eines 
solchen Systemes, die wir uns in der Zeit, jene stetig beweglich und diese 
stetig veränderlich, zu denken haben. Aber wir erkennen zugleich, dass 
diese augenblicklichen Ilauptträgheitsaxcn eines nicht-starren Atomensyste- 
mes , welche stets von dem augenblicklichen Massemnittelpunct desselben 
ausgeheu, nicht allein im absoluten Raume, sondern auch in dem 
Systeme selbst verschiedene Gattungen gradliniger Ober- 
flächen während der Bewegung desselben erzeugen. 

Um nun eine klare Vorstellung von der relativen Translation der 
Massenmittelpuncte der einzelnen Atome eines Systemes zu gewinnnen, 
denken wir die Orte dieser Puncte jederzeit in Bezug auf diejenigen drei 
Ebenen bestimmt, deren jede je zwei der augenblicklichen Hauptträgbeits- 
axen des Atomensystemes enthält, Ebenen, welche wir die »augenblicklichen 
Hauptträgheitsebenen« des Atomensystems nennen dürfen. Bestimmt durch 
seine Abstände von diesen Ebenen, bewegt sich im Innern des ganzen Sy- 
stemes der Massenmittelpunct jedes Atomes in einer stetigen, niemals ver- 
zweigten Curve doppelter Krümmung. Auch die Richtungen der einzelnen 
Hauptträghcitsaxen eines Atomes beziehen wir mit Vortheil auf diejenigen 
der augenblicklichen Hauptträghcitsaxen des ganzen Systems. Schwierig 
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zu durchdringen, weil sehr zusammengesetzt, ist die Vorstellung der coin- 
ponirtcn Rotationen eines Atomensystemcs um seine einzelnen augenblick- 
lichen Haupträgheitsaxen. Doch ist uns dabei die Vereinfachung gestattet, 
von der den einzelnen Atomen um ihre Ilauptträgheitsaxen eigenen com- 
ponirenden Rotationen abzuschen, so dass die etwas weniger zusammen- 
gesetzte Vorstellung eines um seine drei augenblicklichen Ilauptträghcits- 
axen zugleich rotirenden nicht-starren Monadensystemes zur Klarheit durch- 
zubilden ist. In diesem Falle beschreiben bei einer componirendcn Rota- 
tion um nur eine der drei augenblicklichen Ilauptträgheitsaxen die Masscn- 
mittelpuncte der einzelnen Atome in jedem Zeitelement die Elemente kreis- 
förmiger Bahnen in Ebenen, die auf der eben genannten Drehungsaxe 
senkrecht stehen, während diese selbst im Laufe einer endlichen Zeitstrecke 
sowohl in dem Systeme wie in dem Raume zwei von einander zu unter- 
scheidende gradlinige Oberflächen erzeugt. 

Letztes Glied in dieser Reihe von Vorstellungen ist die Vorstellung 
der Torsion der Massenmittelpuncte der einzelnen Atome eines Systemes 
um dessen augenblickliche Ilauptträgheitsaxen. Denken wir uns nämlich 
die Rotation der Atommassenmittclpuncte um eine der augenblicklichen 
Ilauptträgheitsaxen in der Weise, dass diese Punctc-in der Ebene der bei- 
den anderen Axen und in zu dieser parallelen Ebenen kreisförmige Bahnen 
mit Winkelgeschwindigkeiten beschreiben, die, stets als Functionen der Zeit 
gedacht, doch nicht für alle Atommassenmittelpuncte denselben Werth 
haben, so lässt sich eine mittlere Winkelgeschwindigkeit für alle Atom- 
massenmittelpuncte denken, um welche die wirklichen Winkelgeschwindig- 
keiten dieser einzelnen Puncte periodisch herumschwanken. 

Denken wir uns die wirkliche componirende Winkelgeschwindigkeit, 
welche ein Atommassenmittelpunct in Bezug auf eine jede der Haupttrüg- 
heitsaxen des Atomensystemes besitzt, auf diese Weise in zwei Theile zer- 
legt, so wollen wir für jede Componente denjenigen Theil, welcher allen 
Atomen des Systemes gemeinschaftlich ist, die »Rotationsgeschwindigkeit 
des ganzen Systemes in Bezug auf eine seiner augenblicklichen Ilauptträg- 
heitsaxen« nennen, den anderen Theil dagegen, der für jedes einzelne 
Atom ein besonderer sein kann, wollen wir als »Torsionsgeschwindigkeit 
der einzelnen Atome des Systemes um eine seiner Ilauptträgheitsaxen« 
bezeichnen. 

Um hiervon ein klares Vorstellungsbild im Geiste zu entwickeln, be- 
schreiben wir die Bewegungsvorgänge in einem rotirenden und gleichzeitig 
in sich tordirten Cylinder. Wir denken uns einen sinnlich wahrnehm- 
baren Körper in der Gestalt eines graden Cylinders von kreisförmiger 
Basis durch unangebbar viele zu diesem Kreise parallele Ebenen in gleichen 
Abständen zerlegt in cylindrische Scheiben von so geringer Dicke, dass auf 
dieser Strecke immer nur ein Molccül enthalten sei, dessen Masse wil- 
der Einfachheit wegen in seinem Masscnmitlelpunct concentrirt anuehmen. 
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Wenn nun die MolecUle des Cylinders so vertheilt sind, dass in jeder 
Volumeneinheit dieselbe Stoffracnge, gleichartigen oder ungleichartigen che- 
mischen Molecülen angehörig, sich befindet, so wird die eine der drei 
Hauptträgheitsaxen durch die Axe des Cylinders repräsentirt sein. Die 
beiden anderen, welchen gleiche Trägheitsmomente zukommen, werden in 
der Mitte der Axe auf dieser und zu einander senkrecht stehen und eine 
von ihnen wird beliebig festgelegt werden können. Wir denken uns nun 
den Vorgang der Rotation und Torsion des Cylinders um seine Axe in fol- 
gender Weise. Soll der Cyliuder eine bestimmte Drehuugsgeschwindigkeit 
bei unveränderter Anordnung seiner Klementar-Scheiben durch ein »trei- 
bendes Kräftepaar« — ein coup/e cTimpulsion nach Poinsot’s Ausdruck — 
erhalten, so muss dasselbe der bestimmten Drehungsgeschwindigkeit und 
dem Trägheitsmoment des Cylinders in Bezug auf seine Axe proportional 
sein. Durch ein solches Kräftepaar oder Drehungsmoment erhalten alle 
Elementarscheiben dieselbe Umdrehungsgeschwindigkeit, ja sogar, wenn sie 
in der That getrennt wären, würden sie grade durch die Uebereinstimmung 
ihrer Umdrehungen nach Richtung und Geschwindigkeit den Eindruck ma- 
chen, dass sie ein grösseres, zusammenhängendes Ganze bilden. Dieser 
Eindruck würde bis zu einem gewissen Grade nicht beeinträchtigt werden, 
auch wenn zu dem ursprünglichen treib nden Kräftepaar, dessen Wirkung 
verharrt, so lange sie nicht durch Widerstandskräfte aufgehoben ist, für 
die einzelnen Elementarscheiben neue bald in demselben Sinne der Um- 
drehung, bald im entgegengesetzen Sinne beschleunigende Drehungsmomente 
hinzutreten. Die Wirkung derselben w ürde darin bestehen müssen, dass einzelne 
Elementarscheibcn, in dem Sinne ihrer bisherigen Umdrehung beschleunigt, 
den gar nicht, weder in dem einen noch in dem anderen Sinne, beschleu- 
nigten Scheiben in einer gewissen Zeit um gewisse Winkel vorauseilen, 
während andere, die in dem ihrer bisherigen Drehung entgegengesetzten 
Sinne beschleunigt werden, während derselben Zeit um gewisse Winkel 
Zurückbleiben. Man wird den mittleren Werth der den einzelnen Schei- 
ben zukommenden Drehungsgeschwindigkeilen als die wirkliche Rotations- 
geschwindigkeit von einer Entfernung aus betrachten dürfen , auf welche 
hin sich der Einfluss jener besonderen Verzögerungen und Beschleunigun- 
gen Dicht erstreckt. Aber der Cylinder selbst wird durch diese eine Ver- 
änderung der Anordnung seiner Theiie erfahren, indem er in sich »gewun- 
den« oder, wenn wir so sagen dürfen, »in sich verdreht« wird. Desshalb 
glauben wir uns berechtigt, für eine solche in der Verschiedenheit der 
Winkelgeschwindigkeiten seiner Theiie begründete »Verdrehung« eines Cy- 
linders oder eines beliebig anders gestalteten Körpers den besonderen 
Namen »Torsion« zu gebrauchen, ein Begriff, der, obwohl durch diese Er- 
läuterung schon erklärt, doch noch eine schärfere analytische und geome- 
trische Bestimmung später zu erwarten hat. 

§ 11. Wir formuliren jetzt die auf deu l’rincipien der Geometrie des 
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Raumes und der Statik beruhenden ^Relationen zwischen den Bestimmungs- 
sttlckeu eines Systems von Monaden und Atomen, die wir erst nach ihrer 
Reihenfolge namhaft machen. Indem wir die stetig an einander gehäuften 
Monaden eines chemischen Atomes als Massenelemente betrachten und als 
Differentiale schreiben, nennen wir 

8|, bi, C[ 

die auf das System der drei auf einander senkrechten Hauptträgheitsaxen 
des Atomes mit der Masse im bezogenen unveränderlichen Coordinaten 
einer seiner Monaden dm,, deren durch das Integralzeichen ausgedrückte 
Summe die Masse des Atomes giebt. Wir nennen zugleich 
«i. ßi, n; «i*. ßi‘, h'i <*"> ßt“< n" 

die Cosinus der von der Zeit abhängigen Winkel, welche die Axen der 
»i, b|, Ci, respective mit drei auf einander senkrechten festen Axen (der 
x, y, z) bilden. Zugleich betrachten wir 

Ct> ^1 » Ci 

als die Coordinateu derselben Monade dmi, jedoch bezogen auf ein beweg- 
liches, zu dem festen Axensystem paralleles, von dem Massenmittelpuucte 
des Atomes mi aus construirtes rechtwinkliges Axensystem. Wir bezeich- 
nen durch 

, y i , 2| 

die auf dasselbe feste Axensystem bezogenen, jedoch von dem augenblick- 
lichen Massenmittelpunct des Atomensystems aus gemessenen, von der Zeit 
abhängigen Coordinaten des Massenmittelpunctcs des Atomes mi und durch 

ui, v, , wi; 

die auf das System der drei zu einander senkrechten augenblicklichen 
Hauptträgheitsaxen des Atomcnsystcmes bezogenen und von dem augen- 
blicklichen Massenmittelpuncte desselben gerechneten, von der Zeit ab- 
hängigen Coordinaten des Massenmittelpunctes des Atomes m,. Wir werden 
jedoch zu Gunsten der Einfachheit der Formeln die hierbei angehängten 
Zeigerzahlen gewöhnlich unterdrücken, wenn nicht die Möglichkeit eine 
Missverständnisses zu fürchten ist. Wir verstehen ferner unter 

«, ß< r; ß‘< r'\ a ’\ ß"> r“ 

die Cosinus der von der Zeit abhängigen Winkel, welche die augenblick- 
lichen Hauptträgheitsaxen des Atomensystems mit den festen Axen der 
x, y, z bilden. Endlich seien 

A, B, C 

die auf das feste Axensystem bezogenen, von der Zeit abhängigen Coordi- 
naten des augenblicklichen Massenmittelpunctcs des Atomensystemcs. Ist 
dieses nicht nur aus beliebig vielen, beliebig gestalteten chemischen Atomen 
auf gewisse Weise zusammengesetzt, sondern enthält es auch noch eine un- 
angebbare Anzahl unterschiedsloser Monaden, so genügt es, die Ausgedehnt- 
heit beliebig vieler chemischen Atome in Gedanken und in den Formeln 
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zu vernichten und ihre Massen durcfi die im Vergleich zu diesen enorm 
geringen Massen von Monaden zu ersetzen. 

Da unsere Grundgleichungcn sich durchaus auf feste Richtungen und 
feste Ebenen beziehen, müssen wir diejenigen linearen Coordinaten, die be- 
weglichen Richtungen parallel genommen sind, durch Projection mit denen 
in Beziehung setzen, die eine unveränderliche Richtung für alle Zeit bewah- 
ren. Dann also haben wir für jede Monade eines beliebigen Atomes die 
Formeln 

( 1 ) £ = «a -t- / 9 b -t- yc = a'a 4 - ß'\> -+- y‘c C = a"a -+- ß"b -+- y"c 

wobei für ein bestimmtes Atom die Cosinus a, ß, y, etc. nicht vertauscht 
werden, aber die Coordinaten £, y, C und a, b, c für jede Monade des 
Atomes ein besonderes Tripel von Werthen darstellen, und wobei für ein 
anderes Atom auch andere Cosinus eintreten. Ferner bestehen für den 
Masscnmittelpunct eines jeden Atomes Gleichungen von der Form 


(2) x = au -+■ ßv 4- ?-w y = a'u ß‘v -+- j-'w z = a‘‘u -+- ß"\ -+- y''w 

worin, wenn wir nur ein einziges Atomensystem betrachten, die Cosinus 
a, ß, y, etc. dieselbe Bedeutung behalten, aber unter x, y, z und u, v, w 
für jedes Atom besondere Tripel von Werthen zu denken sind. Vermöge 
ihrer Bedeutung genügen die Coordinaten a, b, c den Gleichungen 

( 3 ) S a dm — 0 Jbdm = 0 cdm = 0 

( 4 ) J'bcdm = 0 J'cadm = 0 j abdm= 0 

indem wir diese Integrale als durch die ganze Masse jedes einzelnen Ato- 
mes sich erstreckend denken. Gleichfalls kraft ihrer Definition sind die 
Coordinaten u, v, w den ähnlichen Bedingungen 


( 5 ) 

( 6 ) 


2m u = 0 2’mv = 0 2'mw = 0 

2mvw = 0 2 m wu = 0 2'muv = 0 

unterworfen, wobei wir die unstetigen Summen über alle Atome und Mo- 
naden des Systemes ausgedehnt wissen wollen. Selbstverständlich gelten 
auch die Relationen 


(7) J“ £dm = 0 J* i;dm = 0 J" Cdm = 0 

(8) 2’mx — 0 2'my = 0 2 m z = 0 

nebst allen denen, die sich aus ihnen durch Differentiation nach der Zeit 
ableiten lassen, also: 


( 9 ) 


... du n 

a) 2m -r- = 0 u. s. w. 
' dt 

b) 2m =0 u. s. w. 


,, ,, d 3 u „ 

a 2m-r-r = 0 u. s. w. 
dt J 

d 2 x 

b') 2m = 0 u. s. w. 
dt 2 


c ) dm = 0 u. s. w. c') J dm = 0 u. s. w. 

Mit den aus den Formeln (6) durch Differentiation nach derzeit ab- 
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geleiteten Gleichungen hat es eine so eigene Bewandtnis», dass sic uns be- 
stimmt, sie erst später zu betrachten. 

Zwischen den Richtungscosinus, seien sie den Hauptträgheitsaxen eines 
Atomcs oder seien sie den augenblicklichen Hauptträgheitsaxen eines Ato- 
men-Systemcs angehörig, bestehen wie bekannt die Relationen: 
a ) a s 4 . a -a + a -a = 1 a') ßy -+- ß'y' + ß'Y' = 0 

U. S. W. U. 8. W. 


oder auch 

b) «* + ß> + f 1 = 1 
u. s. w. 


b') «v -+- ß‘ß u + r'r" = 0 ( 10 ) 

u. s. w. 


und noch die sehr schätzbaren. Rcductionsformeln 

c) « = ß'y“ — ß"y‘ ß = y'a" — y"a‘ y = a'ß“ — a"ß‘ 
u. s. w. 


Alle diese Cosinus gelten als Functionen der Zeit, indem die durch 
sic definirten Axcn in der Zeit ihre Richtungen ändern. Zum Behufe der 
Bestimmung der Eigenbewegung dieser Axen aber bedienen wir uns der 
aus der Theorie der Rotation eines starren Systemes von Massenpuncten 
bekannten Ausdrücke in diesen Cosinus und ihren ersten nach der Zeit 
genommenen Derivirten, d. h. der Grössen: 


a) k 


h = r -dV 

d r 
dt 
d« 


+ r‘ 




dt 


+ •"£ 


w 

dt 

dy' 

dt 


— h = /? 
b) — k = y 

— 1 = « 


_dy 

dt 

da 

dt 

dt 




+ r 


, da' 
~dt 

dt 


dt 
dt 

r dt 


( 11 ) 


Diese 6 Formeln erfüllen identisch die Ableitungen der Gleichungen 
ClOa') ; verbinden wir mit ihnen die Ableitungen der anderen Gleichungen 
(10 a), so erhalten wir die nöthige und hinreichende Anzahl linearer Glei- 
chungen, um die ersten Differentialquotieuten der 9 Cosinus durch diese 
selbst und die 3 Ausdrücke (11) in linearer Form so auszudrücken: 

■V-P-rk T-i-i—» 1 T"“ k -' ,h < 12 > 


u. s. w. 

Wie bekannt, repräsentiren die Ausdrücke h, k, 1 die Rotations- 
geschwindigkeiten, mit denen sich sowohl ein starres Monadensystem, z. B. 
ein Atom, als auch ein nicht-starres System von Atomen und Monaden um 
seine drei inneren Axen dreht, deren Definition wir gegeben haben. Be- 
trachten wir nun einen sich auf die feste x-Axe beziehenden Ausdruck 

p = aX •+• ß/t -+■ yv (13) 

in welchem sich gewisse Grössen p, v auf die beweglichen Richtungen 
der ausgezeichneten inneren Axen eines Systemes beziehen, so wird dessen 
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erster nach der Zeit genommener Differentialquotient vermöge der Formeln 
(12) die Form annehmen 

(14) -j£- -«*+*,«■ + r* 

wobei gesetzt ist: 


(14a) r- " 
dt 


-f- — 1 n 




-4- h« — kÄ 

dt 


Aus demselben Grunde wird der zweite nach der Zeit genommene 
Diffcrcntialquotient desselben Ausdrucks in der Gestalt 

(15) > ^ = ai"+ß f i >l -h r v" 

die C'oefficienten 


(15a) X" — 

dt 


fi" 



+• U‘ — ln»' 


+V-W 


enthalten. Entwickeln wir den ersten derselben mit Rücksicht auf die For- 
meln (14a), so wird 


Aus dieser Form lassen sich diejenigen der beiden anderen Coefficien- 
ten fi“, v" durch cyclische Permutation unter den Grössen i-, fi, v und h, 
k, 1 ableiten; die Differentialquotientcn der letzteren bedeuten natürlich die 
Winkelbcschlcunigungen, die dem Systeme um seine inneren relativen Axen 
zukommen. 

Nun hatte uns die Einfachheit in der Anlage der Naturvorgänge zur 
Wahl einer orthogonalen linearen Substitution bestimmt; um jedoch dem 
natürlichen Vorgang der Bewegung entgegen zu kommen, entschieden wir 
uns nicht für ein festes, sondern für ein bewegliches Axensystem und 
bestimmten durch drei Coordinaten u, v, w den Ort einer Monade oder 
eines Atommassenmittelpunctes für ein System von Axen, deren erste (u), 

„ zweite (v), dritte (w) mit den festen Axen der (x, y, z) veränderliche Win- 
kel von den Cosinus (10) bilden. Jetzt sind wir durch die letzten Formeln 
in den Stand gesetzt , nicht nur die absoluten Coordinaten einer Monade 
des Systemes, sondern auch deren erste und zweite Differentialquotienten 
als lineare Functionen der Cosinus der veränderlichen Neigungen der inne- 
ren Axen des Systemes gegen die festen Axen darzustellen. Aus den For- 
meln (2) nämlich gewinnen wir durch Differentiation nach der Zeit nach Ana- 
logie des Ausdrucks (14) die W'crthe 

= uu'-i-^v’ -t- j w' = a'u‘ /5'v‘ f'w' -jj^-=«"u'-t-/J"v' ■+» 7 '"w 
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u' = 

n) y' — 


c = kw — lv 


w'=^f + f ; = kV — ku 


wobei wir die näheren Abkürzungen (u‘, v', w‘) noch entferntere (£, r h C) 
enthalten lassen; wir setzen nämlich: 
du 
dt 

4- r/ b) rj = lu — hw 

dw 
Üt 

In ganz ähnlicher Weise gelangen wir zu den dem Ausdruck (15) 
analogen Wcrthen 
d ! x 

dt* “““ 1 dt 7 * 11 " dt? 

wobei wir wiederum die nächsten Abkürzungen (u", v", w”) in die entfern- 
teren und entferntesten zergliedern. Wir setzen nämlich, analog mit (15 a) 
und (15 b): 

d*u 
dt* 


( 17 ) 


d* v d®z 

= a «u"-i-^'y"4-r'w'' ^j = a , 'u'‘-f-^''v"4-r"w" (18) 


du' 

dt 


4- kw' — lv' 


■ 2 ? ' 




d*v 


dv 1 u f 

a) v” = -j- -t- lu‘ — hw' oder (a‘) v“ = ~ 4- 2 r/ + r/' -+- r/‘‘ 


dw 1 

dt 


uud endlich 


b) 


4- hv' — ku' 

' k £-' 


, _ . dv 

~ h ir~ k 


dt* 
d*w 

w ti — u " i 9 r* . m , mi 
w - -3f + 2 * + * + - 


(19) 


dv 

tu — 

dk 

w — 

dl 


dt 

c — 

dt 

dt 

V 

dw 

c) 1 }" = 

dl 


dh 


dt 

dt 

u — 

dt 

w 

du 

r>> — 

dh 


dk 

u 

dt 

■» 

dt 

v — 

dt 


= kC — h? = h (kv 4- lw) — (k* -f- 1*) u 

d) = 1- — hC = k(lw 4- hu) — (1* -t- h’) v 

C" = hij — kc = 1 (hu 4- kv) — (h* 4- k*) w 

Für diese Ausdrücke könnten wir auch noch die Formen aufstellen 
d') £■“ = hw — ö*u rj“' = k<u — ft*v C" — lc« — 0*w 
indem wir noch die Grössen 

0* = h* 4- k* 4- 1* <o = hu 4- kv -+- Iw 
schon jetzt einführen. — In der ersten Gruppe vou Substitutionsformeln (2) 
haben wir nach Richtung und Lange veränderliche Linien u, v, w ange- 
nommen. In die zweite Gruppe (16) linearer Formen gehen ein Grössen 
(17a) von der Art der Translationsgeschwindigkeiten, die sich 

aus den Geschwindigkeiten der relativen Translation in den als 
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ruhend gedachten Richtungen der inneren Axen und aus Determinanten 
(17b) zusammensetzen, die, aus den relativen Coordinaten und den Rota- 
tionsgeschwindigkeiten gebildet, den durch die Beweglichkeit dieser Axen 
hervorgerufenen Beitrag an Translationsgeschwindigkeit bestimmen. So be- 
deuten die Ausdrücke u', v', w', wie sich durch Projection der drei Wcrthe 
(16) auf die festen Coordinatenrichtungen ergiebt, die in den beweglichen 
Richtungen der inneren Axen des Systemes gemessenen Geschwindigkeiten 
seiner einzelnen Theile. In der dritten Gruppe (18) linearer Formen treten 
als Coefficienten Grössen (19a) von der Art der Translationsbeschleu- 
nigungen auf, die in der That nichts anderes sind , als die den beweg- 
lichen inneren Axen des Systemes stets parallelen Beschleunigungen seiner 
Theile. Diese Grössen enthalten ihrerseits Determinanten, die sich theils 
(19 b) aus den Rotationsgeschwindigkeiten des Systems und den relativen 
Translationsgeschwindigkeiten seiner Theile, theils (19 c) aus den Rotations- 
beschleunigungen des Systemes und den relativen Coordinaten seiner Theile, 
theils (19 d) aus den Drehungsgeschwindigkeiten des Systemes und ein 
fächeren Determinanten (17 b) zusammensetzen. 

§ 12. Unsere ganze analytische Untersuchung handelt mit solchen 
ebenso einfachen als wesentlichen und in ihrer algebraischen Bildung voll- 
zähligen Formen, dass wir auf sie grade unsere Aufmerksamkeit mit Vor- 
liebe jetzt schon richten. Ueberhaupt entsprang unsere bisherige Anlage 
der analytischen Entwicklungen der Uebe rzeugung, dass es bei der Lösung 
mechanischer Probleme vor Allem darauf ankommt, der Eigenartigkeit des 
untersuchten Bewegungsvorganges so weit als möglich entgegenzukommen, 
namentlich aber durch einen äusserst geschmeidigen Hilfsapparat, wie es 
jedes einem besonderen Probleme dienende Coordinatcnsystem ja sein soll, 
der Analysis selber das Mittel in die Hand zu spielen, die in jedem einzel- 
nen Falle besonderen, ihr gemässen Vereinfachungen anzudeuten. In un- 
serem Falle dürfen wir jetzt dem Calcül die Determination aller hinzu- 
tretenden Bedingungen für den inneren regulativen Mechanismus über- 
lassen, der ein Molecül vor einem Atomensystem auszeichnen muss. Denn 
wir haben alle von den Principien der Geometrie des Raumes geforderten 
Relationen zwischen den Bestimmungsstücken der Bewegung in einem Sy- 
steme von Atomen und Monaden bis an die Grenzen des mathematischen 
Verstandes gelockert und müssen nun das festere Zusammenschliessen der 
gelockerten Verknüpfung getrosten Muthes der analytischen Offenbarung 
überlassen. 
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Drittes Capitel. 

Die symbolische Grundgleichung der Bewegung für ein System von 
Monaden und Atomen und ihre Consequenzen. 


§. 13. Das Priocip der virtuellen Bewegungen in seiner Gliederung filr Monaden, Atome und 
Atomensysteme. Differentialgleichungen der absoluten Translation des Massen- 
mittelpunktes eines Atomensystcmes. Differentialgleichungen der relativen Trans- 
lation der Massenmittelpunkte der Atome. Differentialgleichungen der Rotation 
und der inneren Torsionen des Atomensystemes. Differentialgleichungen der Ro- 
tation der Atome. 

§. 14. Integraltheoreme für beschrankte Voraussetzungen. Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunctcs. Erhaltung der Kotationsgrössen und Torsiousgrüssen Bedeutung 
der Torsionsgrössen 

§. 15. Bedeutung der «Flilchensütze« und der »Differentialgleichungen der Bewegung» fUr 
die Theorie der stationären Bewegungen. 


§ 13. Gestützt auf die vorangegangenen Definitionen (§ 11), nennen 
wir x, y, z die absoluten, d. h. auf die festen Axen bezogenen Coordinaten 
einer Monade dm eines Atomes m in dem Systeme und setzen 

x = A 4- x -t- f y = B -f- y -f- 9 z = C 4- z 4- C (1) 

Multipliciren wir nun die Bewcgungsgleicbungen der Monade resp. 
mit den absoluten Variationen ox, dy, dz, d. h. mit ihren unendlich klein 
gedachten Verschiebungen in den festen Richtungen und summiren das 
Resultat sowohl über die einzelnen Monaden eines Atomes, als über alle 
Atome des Systcmes, so resultirt die bekannte symbolische Grundgleichung 
der Dynamik 


°' x + ^ + dS °' z) dm = “J (Xo ' x + + z,]z) (2) • 


die wir zur grösseren Klarheit des Problemes zergliedern wollen. Auf der 
rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich das Integralzeichen, ebenso wie 
auf der linken, auf dasjenige . Massenelement, welches in die Ausdrücke der 
dasselbe angreifenden äusseren Kräfte eingeht. Die Definitionsformeln (1) 
gestatten für die absoluten Beschleunigungen und die absoluten Coordinaten- 
variationen einer Monade die Darstellung 


d 2 x d 2 A , d s x d 5 c 

dt 2 dt 2 + dt 2 + dt 2 “• S ‘ w 


ox = <JA 4- ox 4- o'c u. s. w. 
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Fügen wir zu dem Producte dieser beiden Werthe noch die beiden 
anderen analogen Producte und vollziehen, die vorgeschriebenen Summirun- 
gen, so nimmt die zur Kürze mit fi«i bezeichnete linke Seite der Gleichung 
(2) die vereinfachte Form an 


(31 


, _ .. d»A 
ow — M (-j tJ oA 

.. , d*x , 


d’c M 
dp ' 


+ 


d*B 

dt’ 

d*y 

'dt» 


<JB 






*/< 


d’)j „ 


(PC 
' dt* 
d*z 
dP 
d*C 
dt* 


«Ci 


<h) 


30 dm 


weil man vermöge der Eigenschaften der Massenmittelpuncte der einzelnen 
Atome, und desjenigen des Atomensystemes annehmen muss, dass 


(4) 


d»A 

dt*' 


2'mox . . = 0 


o \ . 2'm 


d»x 

dt* 


= 0 



d»A 

dt* 


|Wdm .. = 0 

2' - d ‘--f 0 \-dm.. = 0 

23x f 

J 

dt» J 

J 


d*£ 

dt» 


dm . . = 0 


Von den drei Theilen des Ausdrucks bezieht sich der erste au( 
die Verschiebung des augenblicklichen Massenmittelpunctes des Atomen- 
systemes, der zweite auf die Verschiebungen der Massenmittelpuncte der 
einzelnen Atome , deren Massen man in diesen Puncten concentrirt zu den- 
ken hat, und der dritte auf die Bewegungen der einzelnen Monaden der ver- 
schiedenen Atome um deren respectivc Massenmittelpuncte. Transformiren 
wir in derselben Weise den linken Theil SÜ der Gleichung (2), so folgt 
dQ ~ Xo . i?A 4* \o • 3B + Zo . 3C 
(5) -+- 2' (Xox 4- Yoy -t- Z3z) 

-+-2.f(X3f + Y3)j-+-Z3C) 

wobei wir in dem ersten Tlieile dieses Ausdrucks unter Xo, Yo, Zo die- 
jenigen in den festen Coordinatenrichtungen auf den augenblicklichen Massen- 
mittelpunct des Atomensystemes wirkenden Kräfte zu verstehen haben, die 
sich in diesem einen Angriffspunct vereinigen, wenu alle auf die einzelnen 
Monaden der einzelnen Atome des Systemes in den festen Richtungen wir- 
kenden Kräfte parallel mit sich selbst nicht allein nach den Massenmittel- 
puncten der Atome, sondern auch noch weiter nach dem Massenmittelpuncte 
des Systemes der letzteren verschoben werden. Dabei bedeuten X, Y. Z 
in dem zweiten Theile jenes Ausdrucks die auf die einzelnen Atommassen- 
mittelpuncte wirkenden Kräfte, die dadurch entstanden sind, dass alle An- 
griffspunctc in einem Atom nach dem Massenmittelpunct desselben verlegt 
worden sind, ohne die Richtungen der Kräfte zu ändern. In dem dritten 
Theile endlich haben X, Y, Z die Bedeutung der auf die einzelnen Mona- 
den der einzelnen Atome ausgeübten Kräfte behalten. In beiden Aus- 
drücken i>«> und nli entsprechen sich je zwei Theile; die ersten auf beiden 
Seiten sind nicht mehr Gegenstand der Untersuchung, indem sie auf der 
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Stelle die Differentialgleichungen 


M d " A 

M Tt ,- X. 


M 


d J B 

dt 5 


= Y. 



Z„ 


( 6 ) 


der absoluten Translation des Massenmittelpunctes des Systemes liefern. 
Nicht so die zweiten Theile, die wir für die relative Translation der 
Massenmittelpuncte der Atome des Systemes und für deren Torsion und 
Rotation einzurichten haben. Denken wir uns die Rotationsgeschwindig- 
keiten h, k, 1 (§11; 11) um die inneren Axen des Atomensystemes dadurch 
in die Winkelvariationen du, dv, dw übergegangen, dass die nach der Zeit 
vollzogenen Differentiationen durch Variationen nach einem willkürlichen 
Parameter ersetzt werden, und verstehen unter du, dv, dw die Variationen 
der relativen Coordinaten der Atommassenmittelpuncte , so folgt aus den 
mit den Formeln (§11; 16) glcichgebildeten Substitutionen 

dx = a. Ju -f- ß.Av 4 j-.Jw Ju =du-t- w dv — vdw 

a) dy = a'. Ju 4 fl'. Jv 4 y'.Jw worin (b) Jv = dv -+- udw — wdu 1 1 1 

dz = Ju 4 fl“. Jv 4 Jw Jw — dw 4 vdu — udv 


dass der Ausdruck 


H2V 

> / " A % 

o,to = im(j tf ox • 


d>y 

dt J 


dy 4 


d*z 

dt 5 ^ 


dz) 


die Form annehmen muss: 


( 8 ) 


djco = 2'm (u". Ju 4 v". Jv -f- w“ . Jw) (8a) 

• Führen wir in diese die Werthe (7 b) ein, so gewinnen wir die neue Form 
d s io — 2m (u"du -l- v"dv 4 w"dw) 

-f- 2m (vw" — wv") . du 4 2m (wu" — uw") . ov 4- 2m (uv" — vu”) . dw (9) 

Zergliedern wir andererseits den zweiten Theil des Ausdrucks (5), in- 
dem wir die zwischen den in den Richtungen der festen Axen auf die ein- 
zelnen Atommassenmittelpuncte ausgeübten Kräften X, Y, Z und den auf 
dieselben Puncte in den veränderlichen Richtungen der inneren Axen des 
Atomensystemes wirkenden Kräften 2, //. Z bestehenden Relationen 


X — ti~ 4- flN 4 yZ Y — ct'fi 4 - fl' II 4 y' Z Z — o.“ a 4- ß‘*H 4 y“ Z (10) 
mit den Formeln (7) verbinden, so wird das virtuelle Moment 


djfi = 2 (Xdx 4 Ydy 4 Zdz) 


(11a) 


aller auf die einzelnen Atommassenmittelpuncte wirkenden rcsultirenden 
Kräfte umgeformt in 

dfli = 2(2Ju 4 //. Jv 4 Z. Jw) (Uh 

Aber die Werthe (7b) geben ihm die erweiterte Form 
Ö 2 S> = 2’ (Fdu 4 //dv 4 Zdvi) 

4 2 (yZ — w //) . du 4 2' (wF — u Z ) . dv 4 2 (u// — vF) . dw 
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Vergleichen wir die beiden Ausdrücke (9) und (12), was bei der Ab- 
wesenheit jeder Bedingungsgleichung über die Bestimraungsstücke vollkom- 
men statthaft ist, so definiren die dann resultirenden Formeln 


mu" = S 2ra (vw" — wv") = 2' (sZ — w//) 

0®) mv“ = // 14) 2m (wu" — uw“) = 2'(wa — u Z) 

mw" = Z 2m (uv‘‘ — vu") = 2' (u// — vE) 

als Ursachen einer Verschicbungsbcschleunigung u", v", w" eines Atom- 
massenmittelpunctes in den augenblicklichen Richtungen der inneren Axen 
des Systemes die auf diese Axen bezogenen äusseren Kräfte E, //, Z, da- 
gegen die Kräftepaare oder Drehungsmomente 

(15) A = 2(vZ — w //) St = 2’ (w 3 — u//) N = 2’ (u U — vE) 


als Ursachen einer Richtungsabweichung dieser Axen selbst oder als Ur- 
sachen der Rotation des Atomensystemes um seine inneren Axen, welche 
für jeden Augenblick in der Weise erfolgt, dass ein Atommassenmittelpunct 
gleichzeitig in je einer von dreien Ebenen, nämlich denen je zweier inneren 
Axen oder in anderen zu ihnen parallelen Ebenen um die zu diesen nor- 
male dritte Axe sich dreht. Die genannten Kräfte und Kraft epaarc sind 
die einzigen äusseren Ursachen, welche die auf seinen Massenmittelpunct 
bezogene Bewegung eines Atomensystemes, sei cs Translation der auf ihre 
Massenmittelpuncte reducirt gedachten Atome, sei es Rotation in ihrer Ge- 
sammtkeit, beeinflussen. 

Kehren wir von den Differentialgleichungen (13) der relativen Trans- 
lation der einzelnen Atome zurück zu dem aus ihnen wiederum entstehen- 
den symbolischen Ausdruck 

3t = m (u"<5u -+- s“3v 4 - w"<Jw) 
mit dem in den Coordinaten allein gegebenen Werthe 
3t = Edu 4 - //dv 4 - Z3vt 

Zergliedern wir denselben durch Einsetzung der Beschleunigungen 
(§ 11 ; 19a’) in die Summe 


(18) 

der Ausdrücke 


ot — 3\t 4- 3%t 4~ UgT 4~ dir 


\ » ,d*u . 
a) d,r = m(^-ou 


d 2 v . d*w „ . 
-dt^ v +at 2 ° w ) 


b) d»r = 2 m{(k^ 


, dv, , ,,du , dw. . . dv . du, , 1 

1 dT) ou + <‘dt ~ h dt* dv+ < h dt “ k dt } om i 

J,dk dl dl dh , , dh dk . „ t 

c) 3}T = m {(dT w-ä7 v ) ou4-(^-u— ^ w) dv 4- (^ v — u) oV 


■ ( ir u_ dr w),Jv 4 ' ( dr v ‘ 


dt 


dl 3 t = m I h ( kv + lw ) ■+■ k (lw 4- hu) 8s 4- 1 (hu 4 - kv) dw\ 

’ 4 ‘ t — (k 2 4 - l 2 ) udu — ( 1 * 4 - h*) vdv — (h 2 4 - k ! ) wdw I 

die wir später durch besondere Annahmen über die Translationsvariationen 
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du , 3s, o'w in verschiedenartige, sich aber stets entsprechende Formen 
bringen werden. 

Untersuchen wir nun die (halbirt gedachten) Ausdrücke 
U" = 2m (vw" — wv") V" = 2'm (wu" — uw") W" = 2m (uv" — vu") (20) 
welche uns die zweiten nach der Zeit genommenen Differentialquotienten 
der Summen der Flächen repräsentireu , von denen jede einzelne, mit der 
Masse des betreffenden Atomes behaftet, von einer der Projectionen des 
vom Massenmittelpunct des ganzen Systemes aus gemessenen Radiusvector 
eines besonderen Atommassenmittelpunctcs in den beweglichen Ebenen 
der inneren Axen des Systemes beschrieben wird. Nach Substitution der 
Beschleunigungen (§ 11; 19) zerlegen und linden wir die Determinante 




d*v 

d*w 


V , w 

v" 1 VV 1 

= 

dt 2 

’ dt* 

4-2 



V 

. w 




dl 

dh 


v » 

dt U 

dt " 



dh 

dk 


w 

1 

dt V 

dt U 


. du 
dt 

-h dw 



" dt 



h dv 

du 



h dt 

~ k Tt 



v , 

k (lw 4- hu) — 

■ (1* 4- h*) v 

w . 

1 (hu 4- kv) — 

(h*4- k*)w 


Multiplicircn wir jeden Term der rechten Seite mit der Masse des 
betreffenden Atomes und summiren über das ganze System, so wird 
U" = U,” 4- Uj" 4- Us" 4- U«" 
die Summe der Grössen 


( 21 ) 


U," = 2’ 


Uj" = 22 m 


d ! v d*w 
dt*’ "dt* 
v, w 


v,l 


du 

dt 


dw 

dt 

du 


i dv i 
w, h —tt — k ., 
’ dt dt 


U," = 2n 


Ui" = 2m 


dh 

dt 


w 


dl 

V ’ dt U ‘ 
dh dk 
W ’ dt V dt U 


v , k (1 w 4- hu) — (1* 4- h*) v| 

w, 1 (hu-f-kv) — (h*4-k*) w 


( 22 ) 


Indem wir diese Ausdrücke entwickeln, dann die Relationen (§ 1 1 ; 6) 
annchmen, mittelst ihrer Ableitungen (23) und der Ausdrücke (24) die 
Formeln (25) erschlossen, nämlich indem wir haben 


n v / dw dv 

° = 2m (v 4- w - dI ) 


(23) 0 = 2m (w 


du 

dt 

dv 


dw , 
u _ f) 
du . 


0 = 2m (u - 4 - v -gj-) 


U-2'm(v^_w^) 
(24) V = 2m(w^-u^) 

W=2m(u^--v J“) 


Walter, Untersaehiinßcn RBer Mol«cularmcch«nik. 
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( 25 ) 


„ dw , dv 

dt dt 

„ v du _ dw 

dt dt 


22'mu 


dv 

dt 


22mv-^- = W‘ 
dt 


und indem wir zugleich die augenblicklichen llnuptträgheitsmomente (26) 
und deren nach der Zeit genommene Diflerentialquotienten (27) 


A = Im (v 5 4- w 8 ) 
(26) B = 2’m (w 8 u 8 ) 

1 ' — 2’m (u 8 -+- v*) 


(27) 


1 

d A 


dv 


dw 

2 

dt 

= 2 m (v 

dt 

-1- W 

dt 

1 

AU 

= 2’m (w 

dw 


du 

'2 

dt 

dT 

4- U 

dt 

1 

d /’ 


du 


dv 

2" 

dt 

= 2'm (u 

dt 

4- V 

dt 


einführen, sind wir vermöge der Analogie berechtigt, die folgenden voll- 
ständigen Werthsysteme aufzustellen: 


U," = 


dU‘ 

dt 


U," = h 


d.4 


(28) V.- = ^ 


kW' - IV 
(29) V," = k ~ 1U' — hW‘ 


dt 

AU 



3 

II 

-II 

W," = 

l TT + hv ' - 


TT - — f (,h 
U 3 - A-ft 

UV = 

ki (r- u) 


rllf 

(30) V," = /7 ~ 

(31) V 4 " = 

lh (.4-0 


r w 

W 4 " = 

hk(/y-/0 


Wir bemerken übrigens, dass der zweite, dritte und 

in 

(22) vermöge seiner Entwickelung auch 

in der Form 



hlV-i-w» , 

kv 4- lw 

(29a) 

Ui" = 2 2’m 

du 

dv dw 

V ”dtT + W ”dt“ 



dt 

Fv 8 4- w* 

(30a) 

Uj"— 2m 

-dT^v’ + w’ , 

dk dl 

T f v + “dF 



u » 

1 v 8 4 - w 8 

(31a) 

U<" = 2’m 

h l r v 8 4 - w 8 , 

kw — lv , 

kv 4 - Iw 
u (kw — lv) 



V’v 8 4-w 8 
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dargestellt werden kann; ebenso die übrigen sechs analogen Ausdrücke. 
Bilden wir nun den Ausdruck (21) und die beiden anderen ihm ähnlichen, 
so werden 

4^-h +A ~ + kl (r- B) + kW' — IV' = A 
dt * dt 1 dt v 7 

t \n , rfk HV' 

^- + ^ + lh(/f — O+.IU' -hW=M (32) 

lf 1 + r ^ +^ + hk (ß--0 + i> v, - kU ' = ^ 

die Differentialgleichungen der Rotation des Atomensystemes um seine 
augenblicklichen Ilauptträgheitsaxcn, welche Gleichungen zugleich die Tor- 
sionen der einzelnen Atommassenmittelpunctc zum Theil beherrschen. Ist 
das System nur seinen eigenen inneren Kräften unterworfen, so sind die 
rechten Seiten dieser Gleichungen sämmtlich = 0. Dann gehen die linken 
in die seit Euler’s Untersuchungen bekannten und oft behandelten Differential- 
gleichungen über, wenn man die Beschränkung über das System macht, 
dass in seinem Inneren keine relativen Verschiebungen der Theile in Bezug 
auf den Massenmittelpunct eintreten. Wir dürfen und wollen diese Be- 
schränkung für unser Atomensystem nicht gelten lassen; wir setzen sie 
aber fest für jedes einzelne Atom. Dann ist klar, dass der dritte Theil 
der Variation (3), nämlich 

*— ■‘/(Sr *+ -£?*>+ £*>*• 

welcher sich auf die einzelnen Atome, d. h. auf starre, stetige Monaden- 
systeme bezieht, durch eine ähnliche Behandlung, wie die auf 8no ange- 
wandte, eine cndgiltige Form annimmt, die wir aus derjenigen von er- 
schlossen können. In ähnlicher Weise folgt die definitive Gestalt des drit- 
ten Theiles in (5) 

= 2J&Ü + Yd>j + ZdC) 

aus derjenigen (12), die wir für 3iä schon fanden. Wir haben also 
A + W (C — B) = L 

B-^- + M(A-C)=M (S3) 

C-g- + tt(B-A)-N 

als Differentialgleichungen der Rotation der einzelnen Atome des Systemes 
um ihre Hauptträghcitsaxcn, wobei die unveränderlichen Hauptträgheits- 
momente A, B, C durch 

A = ,|'(b* -J- c J ) dm B=J’(c , + a > )dm C = .j)a a + b 8 ) dm 

repräsentirt sind. Zugleich bedeuten L, M, N die von anderen Atomen 

3» 
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herrührenden Drehlingsmomente, welche die Rotationsgeschwindigkciten h, 
k, l um die entsprechenden Axen beschleunigend verändern. 

Dies sind die jetzt in ihrer Besonderheit aufgestellten Systeme von 
Differentialgleichungen , nur verfeinert durch eine streng durchgeführtc 
Sonderung der Stoffgebilde , aus welchen man nach den bisherigen Inten- 
tionen der Geometer die allgemeinsten Bewegungsgesetze zn entwickeln ver- 
suchen könnte. 

§ 14. Gehen wir nur kurz auf diesen uns fern liegenden Gedanken 
ein. Nehmen wir an, dass das betrachtete Atomensystem ausschliesslich 
der Wirkung seiner eigenen inneren Kräfte ausgesetzt ist, so lässt sich 
leicht beweisen, dass dann die seinen Massenmittelpunct beschleunigenden 
Kräfte X 0 , Yo, Za in den Gleichungen (6) den Werth Null haben. Dann 
gilt also das in den Gleichungen 

(34) M 4^- = Const. M = Const. M = Const. 

dt dt dt 

ausgesprochene Theorem der »Erhaltung der Bewegung des Schwerpunctes 
des Atomensystemes*. Es sagt aus, dass die »absoluten Bewegungsgrössen 
des Systemes in drei auf einander senkrechten festen Richtungen, folglich 
auch die absolute Bewegungsgrösse in jeder beliebigen festen Richtung un- 
verändert sich erhält« oder dass »der Schwerpunct des Atomensystemes 
sich in grader Linie mit gleichbleibender Geschwindigkeit bewegt«. 

In derselben Annahme, d. h. wenn die in dem Systeme paarweise mit 
gleichen Werthen und entgegengesetzten Vorzeichen auftretenden inneren 
Kräfte sich zerstören und desshalb für das ganze System in Bezug auf die 
augenblicklichen Hauptträgbeitsaxen Drehungsmomente von den Werthen 
.4 = 0, J/ = 0, .V=0 ergeben, gestatten die Gleichungen (32) die Hcrlcitung 
dreier ähnlicher Integraltheoreme. Multipliciren wir nämlich dieselben der 
Reihe nach mit den Cosinus a, ß, y der Winkel, welche die feste x-Axe 
mit den drei inneren beweglichen Axen des Systemes bildet, und addiren 
die erhaltenen Producte, so entsteht die auf die feste yz-Ebcnc bezügliche 
Differentialgleichung 

0 - « 1. + A + 091 - ,k) (Jl, + U') 

fl n fik riV' 

(35) -f^^k + B-^-f- H-) + ö-h - «1) (/4k + V') 

+ r ' 1 + r V + TT> + <“ k - ■ » < n + 

der sich noch zwei ganz ähnliche für die beiden anderen festen Ebenen der 
zx und xy zur Seite stellen lassen. Blicken wir nun auf die Formeln 
(§ 11; 12), so erkennen wir sofort die Möglichkeit der Integration. In 
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der That, für drei willkürliche Integrationsconstanten B, B', B" gelten die 
Integralgleichungen erster Ordnung 

« (Jh 4 - U‘) 4- ß (ßk + V')4-r (H + WO = B 
«' (.fli 4 - U‘) 4 - ß‘ (/?k 4- V') 4 - r‘ (H 4 - W‘) = B' (36) 

«" (4h 4 - U‘) 4- ß" (/7k 4- V‘) 4- r" (H 4- W‘) = B" 
welche das an die ausdrücklich genannte Bedingung gebundene Gesetz ent- 
halten, dass »die dem Systeme vermöge seiner Gcsammtrotation und seiner 
inneren Torsionen eigentümlichen Bewegungsgrössen in Bezug auf drei 
zu einander senkrechte Richtungen unverändert sicherhalten.* Wir ziehen 
es aber vor, diese Integrale, welche mit den aus der Theorie der Rotation 
eines starren Systems von Massenpunkten bekannten »Flächensätzen* den- 
selben Ursprung haben, in der Form 

.7h + U‘ = Ba -f BV + B''a" 

flk + V' = Bß + B‘ß' + Jü"ß" (37) 

n + w = B r + bv + B“r" 


darzustellcn, die uns aussagt, dass »wenn in einem nur der Wirkung seiner 
inneren Kräfte überlassenen Systeme von Atomen dessen Hauptträghcits- 
axen bei ihrer Bewegung gradlinige Oberflächen erzeugen, die Summe aus 
der »Rotatiousgrösse« und der »Torsionsgrösse* des Systemes in Bezug auf 
eine jede dieser Axcn nur von der Lage derselben abhängt, also immer 
dann zu demselben Werthc zurückkehrt, wenn diese Axc in eine 
neue, einer älteren parallele, Lage übergeht.* 

Es scheint uns nämlich , da wir in vielen Fällen ciue Berichtigung des 
Sprachgebrauches der theoretischen Mechanik für mehr als wünschenswert 
erachten, nicht als Missgriff, wenn wir für die wichtigen Ausdrücke 


Am (v - 


dw 

dF 


dv 


v / du dw _ v / dv du. ,„ 0 , 

, iin(w _ r _ u - aF ) W'-Amtu-^-v—) (38) 


die wir immer nur auf die als ruhend gedachten Ilauptträgheitsaxcn des 
Atomensystemcs beziehen, den Namen »Torsio nsgrössen« brauchen. Ihre 
geometrische Definition liegt in den Formeln 


U' = A'm/v 


de». 

~dtT 



W = Am,».* 


da». 

dt 


wobei wir die Abstände />„, />,, p„ eines Atommassenmittelpunctes von einer 
jeden der drei Ebenen der inneren Axen noch durch 

Pa* = v* + w* pß = w* -)- u* />.* = u’ + v’ 

und die »Torsionswinskel a» a , a » r , a». um die Axen der u, v, w*, 
welche von den Radienvectoren />„ , />, , />. resp. in den als ruhend gedach- 
ten Ebenen der vw, wu, uv beschrieben werden, auch noch durch die 
Gleichungen 


(39) 


(40) 


tg <o a = 


W 

v 


tge» T = 


tg tu. = 


V 

w 


(41) 
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definiren; übrigens sind diese drei Torsionswinkel nicht von einander unab- 
hängig, vielmehr gehorchen sie der Relation 

(42) tg<u 0 -tgw,.tgü< w = 1 

Achnliche Rücksichten veranlassen uns, die durch die Formeln 


,(h = 2'm 


v , In — hw 
w , hv — ku 


v ui hlV-f-w 1 ’ kv -1- lw 
u , iV + w* 


(43) 


Bk = 2m W \ hv - , ! U = 2m ’ 1 w + l u 

u , kw — lv v , 1 w- + u s 


F\ — 2m 


u , kw — lv 
v , lu — hw 


= 2‘m 


ll'u 1 -f v J 
w 


hu kv 
Tu* + v* 


geometrisch definitiven Grössen die »Rotationsgrössen des Atomcnsystcms in 
Bezug auf seine Hauptträgheitsaxcn« zu nennen. Diese beiden besonderen 
Arten der Bewegungsgrösse sind einander vollkommen gleichgeordnct , sie 
treten, wie die Integraltheoremc (37) jetzt schon zeigen, stets neben einander 
auf und finden ihre Vereinigung in den Formeln 


.lli 4 - U* = 2’m (vw‘ — wv‘) 
(44) Bk 4 - V' = 2m (wu‘ — uw') 

/’1 + \V = 2ui (uv' — vu') 


Grade aus diesen aber geht klarer, wie aus anderen Relationen hervor, 
dass, wie dies die eine Formel 

Ah 4- U' = 2’m (v J 4- w*) (h 4- <«'u) 

noch besonders zeigt, die Grössen h, k, 1 die allen Atomen des Systemes 
um die augenblicklichen Hauptträgheitsaxen gemeinschaftlichen Rota- 
tionsgeschwindigkeiten bedeuten, wogegen die Differentialquotienten < 
i o'j, o>‘ w der Torsionswinkel (41) die den einzelnen Atomen des Syste- 
mes noch ausser jenen eigentümlichen Torsi onsgeschwindigkciten dar- 
stellen. 

Grade diese letzteren sind es, an welche sich vorzugsweise diejenigen 
besonderen Eigenschaften des Bewegungszustandes knüpfen, die in einem 
und demselben Atomcnsystcme dessen einzelne Atome von anderen sich 
unterscheiden machen. •- Beziehen wir jetzt nämlich für kurze Zeit die 
Massen in und die Linien u, v, w nur auf Monaden und denken uns ein 
anfänglich nicht-starres System derselben in Folge der in ihm herrschenden 
inneren Anziehungskräfte bis zur Grenze seiner Verdichtung, d. h. bis zur 
Stetigkeit oder Undurchdringlichkeit und zur notwendig damit verbunde- 
nen Starrheit gelangt, so wird, indem die Veränderlichen u, v, w constantc 
Grenzwcrthe annehmen, jede Möglichkeit einer Verschiedenheit des Bewe- 
gungszustandes der Theile des starren Systemes vernichtet, obwohl densel- 
ben noch teilweise verschiedene, nämlich ihren Abständen von der augen- 
blicklichen Drehungsaxe proportionale Linear-Geschwiudigkeiten zukommen. 
Dazu besitzen alle Theile des starren Systems eine gemeinschaftliche 
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Winkelgeschwindigkeit und eine gemeinschaftliche Translationsge- 
schwindigkeit, so dass ein System, dem unsere Torsionsgeschwindigkeiten 
fehlen, als »innerlich unterschiedlos« zu erachten ist 

§ 15. f.ine andere nicht minder wichtige Frage ist die nach der Be- 
deutung jler die Rotationsgrössen und Torsionsgrössen eines Atomensystemcs 
beherrschenden Integralgleichungen (37) für die Theorie der stationären 
Bewegungszustände. Wir können dieselbe nur gering achten. Denn die 
für ihre Giltigkeit vorausgesetzte Beschränkung, dass ein Atomsystem keinen 
anderen, als seinen eigenen inneren Kräften ausgesetzt sein solle, ist, da 
sich kein Theil des Universums auf die Dauer dem Einflüsse seiner Um- 
gebung vollständig entziehen kann , nur eine mathematische Fiction. Es 
kommt im Gegcntheil gerade darauf an, im Falle des Daseins äusserer 
Einwirkungen auf Atomensysteme die Gesetze derjenigen inneren 
Bewegungen zu erforschen, welche, obwohl durch innere und äussere 
Kräfte beschleunigt, dennoch in festem Zusammenhänge und einheitsvollem 
Einklänge in der Art stehen, dass das Atomsystem trotz uner- 
messlich rascher innerer Erschütterungen gegenüber der 
Umgebung dieselbe Natur bewahrt. Wir nehmen deshalb keinen 
Anstand , zu behaupten , dass die Probleme der Statik nur eine ideelle 
Wichtigkeit besitzen, weil wir nicht daran zweifeln, dass nirgends im 
Universum — nicht einmal relatives, geschweige denn absolutes — 
Gleichgewicht herrscht; vielmehr besteht die Erhaltung des Be- 
stehendeneinzig in der Unveränderlichkeit der mittlere nWcrthe 
veränderlicher Grössen, also in periodischen Schwankungen um Mittelwcrthe, 
die in gesetzmässiger Abwechslung erreicht und verlassen werden, um 
wieder erreicht und wieder verlassen zu werden. Wenn nun auch die zu 
begründende Mechanik des chemischen Molecüles die Flächensätze, auf 
welche die Mechanik des Himmels stolz ist, aus dem Grunde durchaus 
entbehren muss, weil sie durch äussere Kräfte, die nicht den bekannten 
Bedingungen genügen, von Grund aus aufgehoben werden, so kann dies die 
weitere Verfolgung des Gedankens nicht verhindern, die Fundamentalthcoreme 
der modernen mechanistisch-atomistischen Chemie-Physik durch eine der 
thatsüchlichen Gestaltung der Stoffgebilde treuer Rechnung tragende Um- 
bildung und Erweiterung der allbekannten dynamischen Intcgraltheoreme 
zu gewinnen und von solchen allgemeinen Integralen der Mechanik der 
Atome und Molecüle als den obersten Naturgesetzen auszugehen. Dann 
aber muss der mathematische Verstand in dem Bestreben, die Bewegungs- 
vorgänge der natürlichen Wirklichkeit mit den Gewalten der Analysis bis 
zu ihrem letzten Grunde, der in Anziehung oder Abstossung geäusserten 
Fernwirkungsfähigkeit der Materie zurückzuführen, als Form der Grund, 
gesetze der sich erhaltenden Erscheinungswelt die nur in Gleichungen in 
voller Schärfe ausgedrückte gegenseitige Compensation veränderlicher 
Grössen zu Constanten anerkennen. In der That, dies ist die canonische 
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Form der allgemeinsten Integraltheoreine der Mechanik, die sowohl auf den 
Fundamenten der Geometrie des Raumes als auf den Grundgleichungen 
der Bewegung ruhen. Aber diese letzteren Differentialgleichungen leisten 
an sich nichts weiter, als dass sie die Kräfte durch die Beschleunigungen 
messen und schweigcu bei dem allgemeinsten Probleme der Dynamik, 
den der n Körper (oder vielmehr Funde) vollständig über den Zusammen- 
hang der Einzelbewegungen. Indem wir also die Unmöglichkeit anerkennen, 
die dynamischen Differentialgleichungen, so wie sie nun einmal sind, zu 
integriren, suchen wir, ohne eine von jeder Bedingung freie Giltigkeit eines 
Naturgesetzes zu beanspruchen, vielmehr die Zusammengehörigkeit 
von Differential-Bedingungen und Integral-Theoremen zu er- 
forschen, ein logisches Vcrhältniss analytischer Relationen, auf welches in 
dem geschichtlichen Entwicklungsgänge derartiger Probleme namentlich 
Hamilton’s und Jacobi’s formale Untersuchungen uns hinzudeuteu 
scheinen. 

§ 16. So können wir denn die »Fundamentalprobleme der Molecular- 
mechanik« leicht in wenige Worte fassen, wenn wir folgeude Definitionen 
geben dürfen: 

1. »Eine dynamische Function ist ein mathematischer Aus- 
druck, zusammengesetzt aus: den unveränderlichen Massen und 
Ilauptträgheitsmomeuteu der Atome, den unveränderlichen Massen 
und den veränderlichen augenblicklichen Hauptträghcitsmomcnten 
der Molecüle, den Ortsbestimmungsstücken der Massenmittel- 
punkte der Atome und Molecüle, den Bestimmungsstücken der 
Richtungen der Hauptaxcn der Atome und Molecüle.« 

2. »Eine kinetische Function ist ein mathematischer Ausdruck, 
der neben den vorauf genannten Grössen noch deren nach der 
Zeit genommene Diffcreutialquoticuten enthält, nach deren Ord- 
nung wir (in der bei Differeutialausdrücken üblichen Weise) 
auch die Ordnung jener bemessen. 

Dynamische Functionen, d. h. Kräfte, Kräftepaare, Kräftefunctionen, sind 
stets von der Lagerungsweise der Bestandthcile von Massen-Systcmen ab- 
hängig und dafür charncteristisch. Kinetische Functionen, z. B. lebendige 
Kräfte, Spannkräfte, Bewegungsgrössen etc., sind stets vou dem Bewe- 
gungszustaud der Theile von Masscu-Systemen abhängig und dafür charac- 
tcrisch. 

An diese Definitionen reihen sich nun unsere aus allen früheren Be- 
trachtungen durch Abstraction gewonnenen Probleme: 

1. Alle denkbaren dynamischen Fundionen für Systeme von Mona- 
den, Atomen und Molecillen zu bestimmen. 

11. Alle denkbaren kinetischen Fundionen erster tmd zweiter Ord- 
nung für alle möglichen inneren Bewegungen in solchen Syste- 
men zu bestimmen. 
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III. Mittelst des bekannten Zusammenhanges zwischen kinetischen Func- 
tionen zweiter Ordnung und dynamischen Functionen alle mit 
den vorhandenen Kräften der Analysis erreichbaren Integralge- 
setze des Mikrokosmos zu bestimmen. 

Nach diesem Gedankengange wollen wir versuchen, zur F.rkcnntniss 
des Zusammenhanges beizutragen, der zwischen den Ursachen von Bewe- 
gungsveränderungen und den Bewegungen selbst besteht, worin das End- 
ziel aller mathematisch-physikalischen Speculation gelegen ist. 


Viertes Capitel. 

Untersuchung der lebendigen Kraft eines Systemes von Atomen und 

Monaden. 


§ 17. Das virtuelle Beschleunigungsmoment und seine Ucbcrführung in tangentiale Ele- 
mentararbeit (1. 1>. in das Differential der totalen lebendigen Kraft. 

§ 18. Zerlegung der »gesammteu lebendigen Krall« eines Systemes von Atomeu und 
Monaden. Die absolute lebendige Kraft der Translation des Atomensystcmes. 

Die relative lebendige Kraft der Translation der Atome. Die relative lebendige 
Kraft der Torsion der Atome. Die relative lebendige Kraft der Rotation des 
Atomensystcmes. Die lebendige Kraft der Rotation aller einzelnen Atome. 

§ 19. Entstehung der partiellen lebendigen Kräfte durch Integration partieller Elemeutar- 
arbeiten. 

Wir untersuchen die analytische Form der gesammten lebendigen Kraft, 
welche einem in seinem allgemeinsten Bewegungszustande befindlichen 
Systeme von chemischen Atomen und Monaden innewohnt. 

§ 17. Bezeichnen wir wiederum, wie am Anfang von Cap. 3 durch 
x, y, z die auf die festen Axen bezogenen Coordinaten einer Monade dm 
eines Atomcs m des Systemes, so geht das virtuelle Beschleunigungsmoment 
„ , d 2 x . , d 2 y . , d 2 z , . . 

dieser Monade, wenn wir über die virtuellen Variationen die Annahmen 

. dx ^ , dy , dz ». 

ox = - iT oi °y = - d 7öt «--a r * 0) 
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machen, über in das Differential ihrer lebendigen Kraft, d. h. in 


( 2 ) 


uio = diu ( 


dx d s x 


dt 


dy d 3 y 
dt 3 dt dt 3 


dz d 3 z , 
df (lY j) ' H 


Nun ist für diesen Fall die Integration sofort vollziehbar und liefert 
für die »gesummte lebendige Kraft F des Systemes von Atomen« den Werth 


(3) 


'-■HT' 


dx * , . dy * . 

< dt ) + ( --) +(■ 


dt 


«->> 


Hierin bezieht sich die Integration oder continuirliche Summation auf 
die stetig an einander gelagerten Monaden aller einzelnen Atome und die 
durch das übliche gewöhnliche Summenzeichen angedeutete discoutinuirliche 
Summation auf die in unbestimmter Anzahl vorhanden gedachten chemischen 
Atome. Wir verstehen auch hier unter 


(4) 1) J dm = m 2) Am = M 

erstens die Masse eines chemischen Atomes d. h. die Summe der Massen 
aller seiner Monaden und zweitens die Masse des ganzen Atomensystemes 
d. h. die Summe der Massen der einzelnen chemischeu Atome. 

§ 18. Nun setzt sich die Geschwindigkeit x’ eines aussersten Atom- 
bestaudthciles dm, geschätzt in der Richtung der festen x-Axe, nach der 
Formel 

, _ dx dA dx , dj 

X dt ■ dt ' dt r dt 

dA 

zusammen aus der Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes des Ato- 

d\ 

mensystemes, aus der Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes des jene 
Monade enthaltenden Atomes in Bezug auf den augenblicklichen Massen- 
mittelpunkt und endlich aus der Geschwindigkeit der Monade in Be- 
zug auf den Massenmittelpunct des sie enthaltenden Atomes. Fügen wir 
zu dem in Gedanken gebildeten Quadrate dieser auf die feste x-Axc bezo- 
genen Geschwindigkeit noch die Quadrate der beiden anderen zu einander 
und auf jener senkrechten Geschwindigkeiten, so wird 


(5) 

wenn wir setzen 

F = T + Fi + Fj 

(6a) 

1 r dA 3 dB * dC ’v 

T 2~ ^ l ( ür )+( iu ) +( 'dF ) J 

(6b) 


(6c) 



d. h. wenn wir verstehen: unter T die »absolute lebendige Kraft der Trans- 
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lation de» Atomensystcmes, dessen Gesammtrnasso in seinem augenblick- 
lichen Massenmittelpunkte vereinigt sein könnte«; unter F die »relative 
lebendige Kraft der Translation der Atome des Systemes in Bezug auf 
dessen augenblicklichen Masscnmittelpunct, wobei die einzelnen Massen 
jener in ihren verschiedenen Massenmittelpuncten concentrirt sein könnten« ; 
endlich unter F 2 die »Summe der lebendigen Kräfte der einzelnen Atome um 
. ihre respectiven Massenmittelpunctc.« 

Wir sind zu dieser Reduction berechtigt, weil wir in Folge der Grund- 
eigcnschaft sowohl des augenblicklichen Massenmittelpunctes des Atomen- 
systems, als auch der in ihnen unveränderlichen Masseumittclpuncte der 
einzelnen Atome die Gleichungen haben: 


dA v dx 
dt _m dt 


+ . + . = 0 


dx 

dt 


J'< 


*d£ 

dt 


dm+. + . = 0 


dA v C d J 

dt ~J dt 


dm+.+.=0 (7) 


Denn hierbei werden die möglichen numerischen Werthe der linken Seiten 
einfach in die übrigbleibenden Terme gedrängt und nur eine Vereinfachung 
der Form d. h. der Berechnungsweise herbeigeführt. — Der erste 
Thcil (6a) der gesummten lebendigen Kraft unseres Systemes ist vorläufig 
nicht mehr Gegenstand der Untersuchung. Um so mehr jedoch der zweite 
(6b). Transformiren wir denselben mittelst der früheren Geschwiudigkcits- 
ausdriieke (§11; 16) für die inneren beweglichen Axen des Atomcnsystemcs, 
so wird 

Fj = ~2'm (u' 3 + v' 3 + w' 3 ) (8) 


I 


Führen wir in diesen Ausdruck die dort gegebenen Werthe (17a) ein, 
so haben wir 

Fi = T+ E \-P (9) 

indem wir setzen 


1 v ( du 3 dv 3 dw 3 « 
V ff du . dv , r dw v 


P= 2'm (» + ^ + D 


(10a) 

(10b) 

(10c) 


Es ist nun sofort klar, dass T die »relative lebendige Kraft der 
Translation« sämmtlicher in ihren Massenmittelpuncten concentrirt gedach- 
ten chemischen Atome bedeutet, wenn die Bewegungen dieser Puncte auf 
die als ruhend gedachten Richtungen der augenblicklichen Hauptträg- 
heitsaxen ihres Systemes bezogen und zugleich von dem veränderlichen 
Orte des augenblicklichen Massenmittelpunctes des Systemes aus gerechnet 
werden. 
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Setzen wir in den Ausdruck (10b) die Werthe ($ 11 ; 17b) ein, so wird 


(1 1) E = Am ( (kw — lv) + (lu — hw) + (hv — ku) 


ni.,\ v fx. / dw av. . . . au uw. .. uv au 'v 
(Ha) =2m(h(v llr = w— ) + k(w T| - r = u _.) + 1 ( u — = v ^ 

Setzen wir also wieder 
dw 


dv 


du 


dw 


dv 


du 


U' = Am (v 


dt 


dv , .. , du dw . .. . dv 

w V = - m (w ÜT ~ u dt > W = “ m(u 1t • dt 


dt 


du 

v -st-) 


so gelangen wir zu der endgiltigcn Form 
(11b) E *= hU' + kV' + IW' 

Wir nennen diesen Theil der gesammten lebendigen Kraft eines Atomen- 
systemes die »relative lebendige Kraft der Torsion aller einzelnen Atome 
des Systemes um dessen augenblicklicben Hauptträgheitsaxcn«. 

Diese Grösse entsteht, wie man aus (11a) ersieht, indem man die 
Determinante dritten Grades, deren Elemente durch die Rotationsgeschwin- 
digkeiten des ganzen Systemes, die Coordiuatcn der einzelnen Atommassen- 
mittelpuncte und deren Geschwindigkeiten (sämmtlich bezogen auf die 
augenblicklichen Hauptträghcitsaxeu) gegeben sind, mit der Masse des be- 
treffenden Atoms multiplicirt und die Summe aller dieser Producte über 
das ganze Systems nimmt. 

Durch dieselbe Substitution wird der dritte Theil (10c) verwandelt in 
P— g Am ((kw — lv) 3 + (lu — hw) 3 + (hv - ku) 3 ) 


Um ihre Enstchung aus einer symmetrischen Determinante zweiten 
Grades zu veranschaulichen, schreiben wir diese Grösse in der Form 
„ _ 1 v I h 3 4- k 3 + l 3 , hu + kv + hv I 

2 “ m | hu 4- kv 4- hv , u 3 + v 3 + w 3 | 

Indem wir jetzt für die augenblicklichen llauptträgheitsaxen und für 
die auf sie bezogenen Trägheitsmomente die Deiinitonen 

(12) 0 = Am vw 0 = A'mwu 0 = A'muv 

(1 3) .1 = Am (v 3 + w 3 ) II = Am (w* + u 3 ) P = Am (u 3 + v 3 ) 

festsetzen, gelangen wir zu der definitiven Form 

(14) P = ~ (,fh 3 -I- /lk 3 + /’l 3 ) 

Wir nennen diese Grösse die »relative lebendige Kraft der Rotation 
des Atomsystcmes um seine (in ihm beweglichen) Hauptträghcitsaxen«, wo- 
bei die Massen der Atome in ihren Massenmittelpuncten conccntrirt zu 
denken sind. 

Der dritte Theil (6c) der gesammten lebendigen Kraft muss eine end- 
giltige Form annehmen, die wir aus derjenigen von (6b) durch die Be- 
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Schränkung ableiten können , dass keine relativen Verschiebungen sei es in 
einem Systeme von Massenmittelpunkten, sei es in einem Systeme von Mo- 
naden, eintreten, wobei, wenn einmal Starrheit der Anordnung festgesetzt 
ist, deren damit nothwendig verbunden Stetigkeit nur in der Bezeichnung, 
nicht aber in der Herleitung Aenderungen nöthig macht. Lassen wir also 
die veränderlichen, auf bewegliche, in jedem Zcitpunct besonders ausge- 
zeichnete Axen bezogenen Trägheitsmomente A, U, i in die unveränder- 
lichen Ilauptträgheitsmomentc A, B, C eines Atomes m übergehen, die wir 
durch 

A = J‘ (b s + c s ) dm B = J\c* + a 8 ) dm C = J' (a J + b s ) dm 
definiren, und verstehen unter A, k, l die veränderlichen Winkelgeschwin- 
digkeiten, mit denen sich ein Atom um seine in ihm unbeweglichen Haupt- 
trägheitsaxen dreht, so verwandelt sich jener Theil in 

R = -i- 2’ ( AA* + BP + C/ J ) (1 5) 

und repräsentirt uns die »Summe der relativen lebendigen Kräfte der Ro- 
tation aller in dem System vorhandenen Atome« um deren Massenmittel- 
puncte oder vielmehr um gewisse gerade Linien, die jedoch, durch diese Puncte 
resp. hindurchgehend, nicht nur im Raume, sondern auch in den Atomen ihre 
Lagen ändern. Fassen wir diese Resultate zusammen, so ist die gesammte 
lebendige Kraft eines Systemes von Atomen in dessen »partielle lebendige 
Kräfte* (6a, 10a, 11b, 14, 15) zu zergliedern nach der Formel 

F = T+ r+£+P+R (1( 

Es sind die Verhältnisse der mittleren numerischen Werthc dieser 
partiellen lebendigen Kräfte eines Atomensystemes, die wegen der deutlich 
hervortretenden mechanischen Bedeutung der hier unterschiedenen Grössen 
von vorzüglicher Bedeutung sind. Wir bemerken noch, dass diese nume- 
rischen Werthe von der besonderen Art der Anordnung der Atome des 
Systemes und ihrer Gestalt abhängig werden, da die ihnen zu Grunde lie- * 
genden Formen (10b, 14, 15) die ursprünglichen Bestimmungstücke ent- 
halten. Alle diese feineren Unterschiede sind in dem allgemeinen Ausdruck 
(3) noch bis zur Unkenntlichkeit verwischt; wir haben sie jedoch aus ihm 
durch strenge Sonderung der Bewegungsarten hervorgezogen. 

§ 19. Nun aber entsteht, da diese verschiedenen Theile der »ge- 
sammten lebendigen Kraft« eines Atomensystemes untereinander vollkommen 
wesensgleich sind d. h. da sie als mechanische Arbeitsgrössen durch das- 
selbe Maas gemessen werden, die hochwichtige Frage, welchen Gesetzen die 
gegenseitige Verwandlung der partiellen lebendigen Kräfte 
der absoluten und relativen Translation, der Rotation und der Torsion 
eines Atomensystemes unterliegt, wenn die Summe derselben eiitweder con- 
stant oder einen nur von den ursprünglichen Bestimmungsstücken der 
Atome des Systemes abhängigen Werth erhält oder wenn endlich über die 
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+ <-if h! + 


(periodischen) Bewegungen der Atome besondere allgemeine Voraussetzungen 
gemacht werden. Gehen wir zurück auf die partiellen Beschleunigungsmo- 
mente (§ 13; 19). Ersetzen wir in ihnen die Variationen du, dv, <5w der 

(1 ii d v d w 

Atommassenmittclpuncte durch die Grössen dt, dt, dt, so liefert 

die Summation aller aus o t r bcrfliessenden Ausdrücke das Differential von 
T (10a) d. h. diejenige eleminentare Arbeit, welche, je nach dem sie positiv 
oder negativ ist, entweder für die Verstärkung der nach den als ruhend 
gedachten Hauptträgheitsaxen des Systemcs zerlegten Geschwindigkeiten 
der Atommassenmittelpuncte im Allgemeinen verbraucht wird oder durch 
Abschwächung derselben im Allgemeinen gewonnen wird. Durch besondere 
Umstände nämlich kann es im ersten resp. zweiten Falle dahin kommen, 
dass die Geschwindigkeiten einzelner Atome abnehmen resp. zunehmen. 
Aber für eine endliche Zeitstrecke kann die Grösse T, wie sie es immer 
sein muss, nur positiv sein. Dieselben Annahmen geben statt der Grösse 
<? 2 r eine identisch verschwindende Determinante; sie liefern ferner in der 
Summe aller aus o,r hergeleiteten Ausdrücke in Anbetracht der Formeln 
(§ 13; 38) den eilten Tlieil des Differentials von E (11b), nämlich 

^ ü ' + 1r v,+ ^r w, ) dt 

Endlich ergeben die genannten Annahmen statt d 4 r mit Rücksicht auf 
die für die ausgezeichneten Axen des Systemes geltenden Formeln (§ 13; 23) 
den einen Theil des Differentials der Grösse P (14), jedoch mit dem nega- 
tiven Zeichen, also 

_A ( ü h , + dß 

2 ^ dt dt 

Die fehlenden Thcile der Differentiale der partiellen lebendigen Kräfte 
entwickeln wir leicht aus den Gleichungen (§ 13; 32), wenn wir die Va- 
riationen du, <5v, dw (§13; 12) der Winkel, welche das ganze Atomen- 
system um seine inneren Axen einzeln beschreibt, der obigen Vertauschung 
vollkommend entsprechend, in hdt, kdt, ldt verwandeln. Dann erhalten 
wir aus den linken Seiten dieser Gleichungen die Ausdrücke 

AAk» + 4ri j )dt +(A^- + Äk^ + n^)dt + (h^‘ + k~ 

dt dt dt dt dt ' v dt dt 

Die Verbindung der beiden Systeme von Differentialgleichungen (§ 13 ; 
13, 14) ist, wie wir jetzt erkennen, sogar nothwendig, um bei der Addition aller 
jetzt gewonnenen Differentiale das genaue Differential der Grösse P (14) zu 
erhalten. Bilden wir noch den der Summe aller dieser Differentiale oder 
F.lcmentararbeiten gleichwcrthigen Ausdruck, so folgt die Differentialgleichung 


f+4' r i.,di 


, ,dW', 
+ , “df>‘ 


/(IT . d , djR n/n du . .. dv . „u«. , , « . ■<< . . T |v 
0 7) % + dt + dt } = 2(i dt + " dt + ^ dt > + ( ‘ ,h r Vk + A1) 

die in dieser Form eine Integration nur dann zulässt, wenn die Kräfte £, //, Z, 


+ ^) + (,lh 
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welche den Massenmittelpunct eines Afomes in den Richtungen der augen- 
blicklichen Hauptträgheitsaxen des Atoraensystemcs angreifen, die (negativen) . 
partiellen, in eben diesen Richtungen genommenen Derivirten einer und der- 
selben Function der Coordinaten der Atommassenmittelpuncte sind, und 
wenn zugleich die Drehungsmomente A, M, \\ welche die Rotation des Atomen- 
systemes um dieselben Axen beschleunigen, die negativen partiellen Diffe- 
rentialquotienten eben derselben Function i in Bezug auf die bei der Ro- 
tation beschriebenen Wiukelelemcnte sind. Wir halten diese Frage für jetzt 
noch offen. — Da aber ganz ähnliche Betrachtungen und Rechnungen mit 
den Gleichungen (§13; 33) vorgenommen werden können, welche für die 
selbständigen Rotationen der Atome um ihre Massenmittelpunkte gelten, so 
düifen wir für die Gesammtheit dieser Drehungen die Gleichung 

-^ = 2'(LA + M£ + N/) (18) 

aufstellen und haben die ähnliche Frage zu erledigen, ob sich die Drehungs- 
momente L , M , N , welche zu Axen die Hauptträgheitsaxen der einzelnen 
Atome haben, sämmtlich als die (negativen) partiellen, auf die F.lemente 
der Umdrehungswinkel bezogenen Differentialquotienten einer und derselben 
Function U 3 der Bestimmungsstücke der Positionen der Atome darstellen 
lassen. 

Alle diese Fragen drängen darauf hin, für die Kräfte, die Kräftepaare 
und die Kräftefunction, von denen jene die unter dem Einflüsse anderer 
Atomensysteme stehende innere und äussere Bewegung eines betrachteten 
Atoraensystemes bechleunigen, während diese die (tangentiale) Integral-Arbeit 
bestimmt, ähnliche Zerlegungen, wie für die im Vorangegangenen behandelten 
kinetischen Ausdrücke, zu versuchen, so zwar, dass die Theile der genannten 
dynamischen Functionen lediglich abhängen möchten von den Entfernungen 
der Massenmittclpuncte je zweier Atomensysteme, von den Winkeln, welche 
die Hauptaxcn beider Systeme mit einander und der Verbindungslinie ihrer 
Centren bilden und endlich sowohl von den Abständen der Massenmittel- 
puncte der einzelnen Atome von demjenigen des aus ihnen bestehenden 
Systemes , als auch von den Neigungswinkeln der Hauptaxen der Atome 
gegen diejenigen ihres Systemes. Da aber die Verfolgung dieses Gedankens 
uns für jetzt zu weit von dem im 1. Capitel vorgezeichneten Wege zur 
Untersuchung der Integral -Arbeiten der Centrifugalkräfte entfernen würde, 
und zugleich die Betrachtung der »Spannkräfte« diejenige der »lebendigen 
Kräfte« ergänzen soll, untersuchen wir erst die »innere normale Energie« 
eines Atomensystemes und die Bedingungen ihrer Werth -Erhaltung, um 
erst dann die angedeutete Entwicklung jener dynamischen Functionen in 
möglichst kurzen Zügen vorzunehmen. 
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Fünftes Capitel. 


Untersuchung über die Spannkräfte eines Systcmes von Atomen und 

Monaden. 

§ 20. Die Grundglciclmngen der Theorie der stationären Bewegungsznstünde. Das vir- 
tuelle Beschleunigung* mornen t und seine Verwandlung in die Elementararboitcn 
der Ccntrifugalkräfte. Spaltung der Grundgleichungen für die äussere und die 
innere Bewegung des Systcmes. 

§ 21. Transformation der kinetischen Ausdrücke in den Grundglciclmngen für den inneren 
beharrlichen Bewegungszustand eines Atomensystemcs. 

§ 22. Integralformeln zum Behufc der partiellen Integration. Endgiltigc Darstellung 
der nach der Zeit genommenen Integrale der kinetischen Ausdrücke in den Grund- 
gleichungcn. 

§ 23. Transformation der dynamischen Ausdrücke in den Grundgleiclmngen und deren 
partielle Integration. 

§ 24. Partielle Elimination der Kräfte aus dynamischen Ausdrücken in den Spannkrafts- 
gleichungcn mittelst der Bewegungsgleichungen. 

§ 25. Die endgiltigc Form der Spannkraftsglcichungen und die verschiedenen Methoden 
ihrer partiellen Integration. 


Wir durchdrangen den Begriff der mechanischen Arbeit, bis wir zn 
dem klaren Bewusstsein der Noth wendigkeit gelangten, neben der sich längs 
der Bahncurven der Monaden vollziehenden Anhäufung der tangentialen 
Componcnten der verursachten Beschleunigungen und der diese verursachen- 
den Fernwirkungen auch diejenigen Resultate zu untersuchen, welche die An- 
häufung der nur bei einer geradlinigen Bewegung der Monaden verschwin- 
denden formalen Beschleunigungscomponcnten oder Centrifugalkräfte cr- 
giebt, und zugleich auch das Ergebniss zu betrachten, welches die längs der- 
selben Wege erfolgende Anhäufung der aus der Ferne kommenden dynamischen 
Gegenwirkungen gegen die Centrifugalkräfte liefert. Als wir den analytischen 
Ausdruck (§ 1; 22) für das Product der Centrifugalkraft einer in einer be- 
liebigen Raumkurve sich bewegenden Monade in ihre Geschwindigkeit als 
Function der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen darstellten, brachte 
uns die Irrationalität desselben zu der Erkenntniss, dass w ir statt der Einen 
resultirendcn Centrifu galkraft- Arbeit deren Projectionen in dreien 
zu einander senkrechten Ebenen betrachten müssten. Wir bildeten, gehorsam 
der analytischen Nothwendigkeit, aus den Grundgleichungen der an sich 
noch freien Bewegungen aller Monaden ein System von Gleichungen 
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v m /Jy dV 

v dt dt» dt dt » 1 
„ . dz d»x dx d*z . 

2m (_ dT dt T dtT d? 


^-§Y) = 0 


dt 

2(—X 
( dt X 


dx 

dt 


Z) = 0 


v dx d»y dy 


d'x 

dt dt» dt dt» 


) - 




( 1 ) 


das uns, wenn sich für jede derselben eine Integration nach der Zeit voll- 
ziehen lässt, neue mechanische Integraltheorcme in der erläuterten cano- 
nischen Form liefern muss, so zwar, dass eine aus den BestimmungsstUcken 
der Bewegung gebildete kinetische Function sich mit einer aus den 
Bestimmungsstücken der Lagen gebildeten dynamischen Function durch 
Addition entweder zu einer unveränderlichen Grösse oder zu einer in feste 
Grenzen eingeschlossenen periodischen Function zusammensetzt. 
Wh- betrachten diese Differentialgleichungen als die Grundgleichungen der 
Theorie der stationären Bewegungszustände, welche die Selbsterhaltung im 
Makrokosmos und Mikrokosmos ausraachen. Die Gleichungen (1) ergeben sich 
aber, auch, wenn mann für die Coordinatenvariationen in dem virtuellen 
Beschleunigungsmomente (§ 13 ; 2) 

„ d»x , , d*y , d»z , 

ow = (__^ + _2.^y + _d z )dm 


welches sich auf eine als Massenelement dm geschriebene Monade des 
Systeraes bezieht, die mit denen in (§ 17; I) vollständig gleichgeordneten 
Annahmen macht: 

1) dx = 0 oy = — ~ dt Sz = ^-St 

dt dt 

2) dx=-jji dt dy = 0 <5z = --^«Jt (i a) 

3) dx = - dt dy = dt dz = 0 

dt dt 

und diese Substitutionen auch in dem damit gleichwerthigen Momente der 
Kräfte vornimmt. Auch dieser Umstand beweist uns, dass die gedachten 
Differe; tialgleichungen durchaus auf gleicher Stufe des Banges mit der- 
jenigen stehen, die dem Theorem von der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
zu Grunde liegt. 

Beziehen wir nun, um die genannten Grundgleichungen für die ver- 
schiedenen Beweg ngen des Systems zu spalten, den Ausdruck 
X'" = 2 f(y‘z" — z'y") dm 

(2) 

auf ein System von Atomen mit den Massen m, deren jedes sich aus Massen- 
elementen dm stetig und starr zusammensetzt, indem wir die Coordinaten 
der letzten Massenpuncte , ebenso ihre Geschwindigkeiten und Beschleuni- 
gungen in den Richtungen der festen Axen vou dem festen Nullpunct aus 

Walter, l’ utursucliungori Uber Moleculnrnitfcliituik. 4 
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rechnen , so dürfen wir , weil sich die z. B. auf die feste x - Axe bezogene 
Geschwindigkeit x‘ resp. Beschleunigung x" nach der Formel 
x' = A' + x' + f ' resp. x" = A“ + x" + ?' 

zuerst aus der Geschwindigkeit A 1 resp. Beschleunigung A” des Massen- 
mittelpunctes des Atomensystemes, dann aus der auf den letzten Punct be- 
zogenen Geschwindigkeit x' resp. Beschleunigung x" des Massenmittelpunctes 
des betreffenden Atomes m und endlich aus der wiederum auf diesen letzten 
Punct bezogenen Geschwindigkeit f resp. Beschleunigung c" der Monade 
dm zusammeusetzt, für jenen Ausdruck (2) eine Bcduction in der Formel 
(3) X'" = M (B'C" — C'B") + Sm (y'z" - z'y") + — Cv") dm 

vollziehen , da wir wegen der Eigenschaften des augenblicklichen Massen- 
mittelpunctes des Systeiues und wegen derjenigen der Massenmittelpuncte 
aller einzelnen Atome die Gleichungen haben: 

2ro (y’C" — z’B") = 0 2/ ft'C" — CB") dm = 0 ■Sj’ft'r" — Cy'')dm = 0 

2’m (B'z" — C'y") = 0 ^(B'C'-CV)dm =0 2.f(y'C" — zy)dm = 0 

Der Ausdruck (2) welcher die Summe der von allen Monaden des 
Systemcs herrührenden Centrifugalkriifte-Arbeiten repräsentirt, zerlegt sich 
also in drei Thcile (3) , von denen der erste sich nur auf den Massen- 
mittelpunct des Atomensystemes bezieht, in welchem die ganze Masse des 
letzteren vereinigt zu denken ist, und dcsshalb bis auf Weiteres ausser 
Acht gelassen wird. Der zweite Thcil umfasst die in der festen yz-Ebene zur 
EntÄVhung und Anhäufung gelangenden elementaren Centrifugalkräfte-Ar- 
beiten, soweit sie von den in ihren Massenmittelpuncten concentrirten Atomen 
und nur von deren auf den System -Massenmittelpunct bezogenen Bewe- 
gungen herrühren. Der dritte Tbeil schliesst in sich die in derselben festen 
Ebene entstehenden und beharrlich sich anhäufenden elementaren Arbeits- 
grössen, welche von den durch die Drehung eines jeden Atomes um seinen 
Massenmittelpunct entwickelten Centrifugalkräften ihren Ursprung nehmen. 
Wir haben, um den Zusammenhang des Systemes, d. h. seinen stationären 
Bewegungszustand in Bezug auf seinen Massenmittelpunct zu erforschen, nur 
die beiden letzten Theile zu untersuchen, da es für den inneren Zusammen- 
hang des Systemes offenbar gleichgiltig ist, wohin auch im Raume dasselbe 
mit seiner ganzen Masse getragen werde. Dagegen muss die Untersuchung 
über den inneren Zusammenhang eines Aggregates von Molecülen an die 
Terme von der Art des ersten Gliedes in (3) anknüpfen. Dann aber er- 
sehen wir, dass die Frage nach den Bedingungen und der Beschaffenheit 
des Zusammenhanges der Atome eines einzigen Molecilles nnd die gleich- 
lautende Frage für ein Aggregat von Molecülen wegen der übereinstimmenden 
Form der Grundgleichungen durch dieselbe mathematisch - mechanische 
Theorie zur Erledigung gebracht wird. Denn cs genügt, in dem ersten 
Terra der rechten Seite von (3) und den beiden anderen anf die festen 
Ebenen der zx und xy bezogenen Ausdrücke statt der Producte der Masse M 
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des Atomensystemes in die Beschleunigungen A", B", C", seines Schwcr- 
punctes die diesen angreifenden Kräfte X 0 , Y», Zo zusetzen, um die Grund- 
gleichungen der stationären Bewegungen der einzelnen zu einem Aggregat 
vereinigten Molecüle zn erhalten, nämlich: 

M (B'C" - C'B") = B'Zo — C'Yo 

M (C'A" — A'C”) = C'Xo — A'Zo f4) 

M (A'B" — B’A") = A'Yo — B'X» 

Ersetzen wir gleichfalls in dem zweiten Term die »bewegenden Kräfte« 
mx", my", mz" der einzelnen Atome durch die an ihren Massenmittelpuncten 
angebrachteu Kräfte X, Y, Z, so haben wir für die relative Bewegung des 
ganzen Systemesumseinen augenblicklichen Massemnittelpunct die Gleichungen 
2m (y'z" — z'y") — 2 (y'Z — z'Y) = 0 
2 ' in (z'x" — x'z") — - (z'X — x'Z) = 0 ( 5 ) 

Jfm (x'y" — y'x'') — 2 (x'Y — y'X) = 0 

Zu den linken Seiten dieser denken wir uns nach der Reihe den letzten 
Term in (3) und die beiden anderen ihm analogen hinzugefügt und zugleich 
die mit den genannten glfichwerthigen Ausdrücke in den Geschwindigkeiten 
und den statt der Beschleunigungen eintretenden Kräfte hinweggenommen, 
so dass die erste der letzten Gleichungen auf ihrer linken Seite noch um 
die Terme 

SS(r/C ‘ ’ - Cv“) dm - -S J WZ - C'Y) ( 5 a) 

erweitert wird. 

Wir dürfen diese Uebereinkunft zu Gunsten der Kürze der Formeln 
um so leichter treffen, als die hinzuzudenkenden Terme aus den hin- 
geschriebenen hier und in Zukunft sich leicht ableiten lassen. Diese so 
verallgemeinerten Gleichuugen (5) legen wir der mathematischen Theorie 
der Entstehung und der Beharrung eines chemischen Molecüles zu 
Grunde, deren Prinzip wir darin suchen, dass »die Summe der in einer 
jeden von drei auf einander senkrechten festen Ebenen des Raumes ver- 
richteten Arbeiten der Centrifugalkräfte aller in ihrer Vereinzelung gedachten 
Monaden aller Atome eines Systemes, welche Arbeitsgrössen wir jedoch nur 
auf dessen Massenmittelpunkt beziehen, vermehrt um einen nur die ur- 
sprünglichen Bestimmungsstücke der relativen Lage der Atome enthaltenden 
Ausdruck durchaus constant sein muss während der Zeit, wo das Atomen- 
system ein chemisches Molecül repräsentiren soll.« 

§ 21. Wir sahen schon früher die Nothwendigkeit voraus, bei der Be- 
handlung der Gleichungen (5) von festen Coordinatenebenen zu beweglichen 
überzugehen. Indem wir nun in den auf einen Atommassenmittelpunct 
bezüglichen drei Differentialausdrücken 


x'" = y'z" - z'y' 1 


y'" = z'x" — x'z" 


= x'y" - 


für die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen die Werthe (§ 11; 16, 18) 
einsetzen, verwandeln sich dieselben, die ihrer Form nach Determinanten 


(6) 
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sind, vermöge bekannter Reduetionsfornieln (§11: 10c) in die linearen 
Functionen 

(7) x"' = au"‘ +/9v'" + ?w y"‘ = a'u'" + ß‘\‘" + j-'w"' z’" = a''u‘" + ß l ‘\‘" + ^'w" 1 
der neuen — mit m.dt zu mnltiplicirendcn — Determinanten 

(8) u'" = v'w" — w'v" v'" = w'u" — u'w" w"‘ = u'v" — v'u" 
welche dann »die in die Ebenen der inneren, als beweglich vorgestellten 
Axen des Atomensystemes fallenden Projectionen der Elementararbeiten der 
Centrifugalkräfte« repräsentiren. Nun nimmt aber die erste dieser Deter- 
minanten (8) durch die Formeln (§11; 17a, 19a') die erweiterte Form 


u‘" = 


an, in welcher sie sich sofort nach den bekannten Gesetzen über die Zer- 
legung der Determinanten in die Summe 
(9) u"' = Uu'" + Uu'" + Ui»'" + Uh“ + um'" + Ujj"‘ + Ujj'" + u M "‘ 

der folgenden acht einfacheren Determinanten auflöst: 





dv 

d»v . , 

V' 

, V" 


Tt + ’ 

, - d5 r + t*+*' + ? 



— 

dw ’ „ 

d*w , 

\\‘ 

, w" 


dt“ r ’ 

-4- c%r* 4- r** 4- 

' dt» 


( 10 ) 


a) u„'" = 

b) u„"' = 2 

C) Uij'" = 

d) u M "' = 


Ziehen wir nun noch die wirklichen Werthe (§ 11 ; 17b, 19b, c,d) heran, 
so wird: 


dv 

dw 





dt 

dt 

e) u a ,'" = 

7 

t 

p 

■% 

d*v 

d*w 

d»v 


d’w 

dt* 

dt» 


dt* 

* 

dt* 

dv 

dw 





dt 

' “dt” 

0 u„"'=2 

7 

» *• 


V 



7' 

p% 


dv 

dw 





dt 

’ “dT 

g) U»j"' = 

7 

c 


r 

«I 

» <• 


7“ 

Pit 

> 


dv 

dw 


r 

p 


dt 

~dT 

h) ii»,”' = 

V 



V" 

Pitt 
1 * 


7" 

Put 

* 



a) u,i"' = 


( 11 ) 


b) Ui»'" =2 


dv 

dt 

d*v 

dt*" 

dv 

dt 

dw 

df 


dw 
1 dt 
d»w 
dt» 

. du 
1 dt 
, dv du 

h dT~ k dT 


dw 

dt 


c) Ui»"' = 


d) uu'" = 


dv 

dt 

dw 

dt 

dv 

dt 

dw 

“dF 


dl dh 

dt u dt w 

dh dk 

“dt V — dt ” 


k(lw + hu) — (l* + h s ) v 
l(hu+kv) — (h* + k*)w 
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) Hai"' = 


I Uji’ 


i l. d’v 
iu — hw , — 

’ dt ! 


hv — ku , 
lu — hw , 1 


hv — ku , h 


d*w 

dt* 

du 

dF 

dv 


dt 


, dw 

n — t — 
dt 

, du 

k ÜT 


g) Uj,"' = 


h) u 34 '" = 


lu — hw , 


dl 

dt 


. i dh 
hv~ku , - dl v. 


dh 

dt 

dk 

dt 


lu — hw , k(lw + hu) — (l* + h’)v 
hv— ku , 1 (hu+kv) — (h* + k’)w 


Die erste (a) dieser Determinanten bietet nicht die Möglichkeit, weder 
der Vereinfachung noch der Entwickelung; wohl aber die übrigen. Wir 
haben also 


a) u u "' = ( d l d,vv 
11 v dt dt* 


dw d*v 


dt dt * ' 

b) W"=2h j(A) + ( d ^)j_ 2k 


, _ dh . dv . dw . 

C ) u 1 ,"=- dT( v 1F +w- (}r ) 


du dv 
dt dt 
dk dv 
dt ' U dt 


. du dw 

21 ir ir 


d) u„'" = 


dl dw 
dt ' U dt 
dw 1 


dt 

... dv . dw 

-r lh.u -t: hk.u-n- 

dt dt 


1, ... dv dw. 


-v „ , , d*v d*w . d*v . d’w 

e)„ 81 -h(v ¥ +f F ) + k,u ¥ Hi ? 


( 12 ) 


f) uj»’" = 2 h { h (v 


g) Uj,"' = u ju (k -g t 


dw 

dt 

dl 


dv . , , du dw 
w -r-) + k (w — u -^-) + 1 (u 


dt 


dt 


dv 

dt 


dt ’l 


, dk . . „ dh , dl . . dk , dh .1 

‘iT* + V(1 "dt h ’dT ) + w (h -dt — k "dT ) < 


dt " dt 

. |(k* + 1*) u* + (1* + h*) v* + (h* + k«) w»l 

' u* 4 — {— 2 kl. vw — älh.wu — 2 hk.uv I 

Mit diesem einfachen, rasch vollzogenen algebraischen Calcül ist der 
erste Schritt gethan, um die eigenthümliche Natur derjenigen kinetischen 
Functionen erfassen zu können, welche, ausgezeichnet durch eine durchaus 
klare mechanische Bedeutung, die Tlieile der elementaren Arbeitscompo- 
nenten der in einem Atomeusystemc infolge seiner inneren Bewegungen 
entwickelten Centrifugalkräfte repriisentiren. Denken wir uns nftmlich die 
Summen 

X'" = 2'mx' 1 ' V" = 2my"‘ Z'“ — 2’mz' 

U"‘ = 2'inu"' V"‘ = 2'mv“‘ W"' = 2’mw 


(13) 

(14) 
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über das ganze Atomensystem erstreckt, so haben wir auf Grund der Formeln 
(7) die Relationen: 

(15) X'" = aU"'+/JV"'+rW" Y"‘ = «'ü"’ + r "W'" Z"‘ = a" ü'" -+- r "w 

in welchen sich die kinetischen Ausdrücke U'”, V“', W‘”, d. h. die in die 
beweglichen inneren Ebenen des Systeme* fallenden Projectionen der ele- 
mentaren Arbeiten seiner Centrifugalkräfte, analog der Formel 

(16) U"‘ = U„"' + U„'" + Ui,"’ + U , 4 "’ + U,,"' + U„‘” + Uj,'" + U M '" 
aus den folgenden partielleu Arbeitsgrössen und den ihnen ähnlich gebildeten 
zusammensetzen: 

\ tt m r / dv d*w dw d’v . 
a)Un"' = 2m (lrrTtl 

vs tt dv * , , dw du dv du dw 


b)IV— ,bv„ j(«.) + (-S»)}_ !k ii 


du dv 


dt dt 

s I7 dh .. . dv dw dk ,, dv 

c) U,.’" = 2 m (v + w — ) - dT 2 mu -3;- 


. du dw 

2l2m “df dT 


dl ,, dw 

"dT _mU dt 


d) U,«‘" = 


h 5 2m (v - 


dv . . dv . dw 

w — j~) — k s 2mw -j— + 1 ’2mv -rr- 
dt ' dt dt 


dv dw ,, dv , . dw 

+ k!2m (v -T- w ) + lh2mu — r hk2mu — r— 

dt dt dt dt 


\ in v v / d’v , d 2 w , , d J v .... d ! w 

e) U,i = - h-m(v w + w w ) + k2mu w + Umu ~ w 


rs tt „v J v ,• / dw dv du dw . , , .. , dv da 

f) U,, 1 " = 2h{b2m(v + k2m (w-jj- - u — ) + 12m (u - * -=r 


s tt /i dl . dk . . .. dh . dl . .. , ,, dk . dh. ,, I 

g) Uj, =(k Tt --l ljr ) ^u’ + (1 Tt h-^) 2muv + (h — - k ^ 2m: | 


hl tt ••• = h f^ m ( v ’ w ’) + k 3 2’m (w* + u s ) + l s 2tn (u 1 + v s ) i 
' M 1 t— 2kl2’mvw — 2 lh2’mwu — 2hk2'muv f 


Nun ist es unsere Aufgabe, diese Ausdrücke durch Einführung von 
Grössen, die eine klare mechanische Bedeutung besitzen, auf endgiltige 
Formen zu bringen, welche den zwischen ihnen bestehenden Zusammenhang 
deutlich erkennen lassen. Wir setzen nun zur Abkürzung 
U = 2'mvw V = 2'mwu W = 2’muv 
Differentiiren wir diese Grössen nach der Zeit, so bilden die Ausdrücke 


a) 

TT , V dW 

LV = 2mv — — 
dt 

,, . .. du 

V> = 2mw -dT 

Wj' = 2'mu 

dv 

dt 

b) 

tt , v dv 

U^imw — 

V , V dw 

= 2mu Tt 

W,' = 2 m v 

du 

dt 


die Theile der vollständigen Difi'ercntialquotienten 


= U,’ + U,’ 


= V,’ + \Y 


= W,' + W,‘ 
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Diflferentiiren wir die Grössen (19 a, b) noch einmal nach derZeit, so 
gehen die Ausdrücke 


U„" = 2'mv ~ 


a) Vs," = 2’mw 


W M " = 2’mu 


rT v dv dw 

ü " = 2m -dTTt 


b) Vi," = 2m 


dw du 
dt dt 
du dv 


Un" = 2mw - 
c) Vn” = 2'mu - 


W„" = 2’m ™ ™ Wu« = 2'mv - 


ein in die Differentialformeln 

a) ^L = u„" + Ui," 

b) = Um" + U„" 


dt dt 


= V„" + V„" 


= Vi." + V* 


~ = W„" + W„*‘ 
™ = W„" + W„“ 


Definiren wir, wie früher (§ 13; 26), die auf die inneren Axen des 
Systemes bezogenen Trägheitsmomente und deren Differenzen durch die 
Formeln 

A = 2'm (v 3 + w 3 ) r — 11 — 2m (v* — w 3 ) 

a) ß = 2m (w 3 + u 3 ) b) A — r = 2m (w 3 — u 3 ) (23) 

r = 2'm (u* + v 3 ) ß — A = 2’m (u 3 — v 3 ) 

definiren wir dazu noch die halbe Summe dieser Trägheitsmomente durch 

A = -~(A + Ü + /) =2m (u 3 + v 3 + w 3 ) (24) 

so haben wir zur Einführung dieser Grössen die Formeln 

2’mu 3 = (J — A) = -L(_ A + ll+r) 

2’m v 3 = (J-ß) = -L( A-B + r) (25 ) 

2’mw 3 = (J — r> = ( A + D — r) 

Differentiiren wir jetzt die Grössen (23 a, b) nach der Zeit, so wird 


l d A . dv . dw. 

x-dr= 2m(v “dr +w 'dr ) 

s i All , dw , du . 
a)- T - 5r = 2m(w- 5r + u- ir ) 

1 dl' ... du . dv . 

-T-- = 2m(u , _) 


l dr dß. dv dw 

TC’ar ~ -ht) = 2ra — w tt) 


v\ l ,d/l 

b) x(-dT- 


dt ' dt " dt' 

dß. „ . dw du . 

_) == 2 m ( w ___ u _)(2 6 ) 


1 ( 

2 '"dT 


dA. ... du dv . 

__r ) = 2m( u _- v _) 


Ebenso folgt aus den Formeln (25), dass man hat 

du l . dJ dA . 

2rau 

,, dv l . d J dß . 

2mv "dF = T ( "HT dT } 

dw l . dJ dT. 

2 mw ~dt~ ~ ~ (_ dt dT 
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Differentiiren wir endlich die Gleichungen (26 a) noch einmal nach 
der Zeit, so verbinden sich die Ausdrücke 

i v f, dv * , . dw *1 . .. | d ! v d 2 wi 

A " = 22m {<-ar> + (-df) / A * = 22m i v w + w di* I 

= 22ra rdr> +( ir ) } /y » = 22m i w dtr +u dt*/ 


v I/du* . . dv ’l .. [ (l'u . d'vl 

r ' = 22m rir> + (-dT> } r * = 22m { u -w + v d? } 

in den die zweiten Differentialquotienten von (26 a) darstellenden Formeln 

(29) dM H" + H « d *f /••< + r " 

dt T~ A ‘ + A > ltF = ^ +ß * lt»'= /l +/ * 

Damit sind die Vorbereitungen zur definitiven Transformation der 
Grössen (17) beendet. 

In der That, mittelst der soeben entwickelten Ausdrücke nehmen die- 
selben die folgenden Formen an: 

a) U, 1 "' = U„"‘ 

b) IV" = h . A," - 2 k .W„" - 2 1 .V„" 


r \ tt in L_ dh d .4 dk 

c ) ü ” - 2 dt • dt dt 


W.'-i.Y,' 


(30) 


d) IV“ *= h’(üj' — Ui')— k’U,'+l’Uj'+-5- kl — —J+lh.W*' — hk.Vi 


dt 


dt 


e) U,,'" = — -|-h V + k.W„" + 1 .V u ~" 

f) U„'" = 2h (h (IV - üi‘) + k (V,' — V,‘) 4 - 1 (W,' — W,')) 

g) U ^ = ( k d ‘_l^.)( d _^) + jg.( 1 w _kV) + h(-^V_fw) 

h) Um"' = h 3 ./th + h (flk* + TI*) — 2U . hkl - 2h* (kW + IV) 

Von diesen Grössen hat (g) noch -nicht vollständig die gewünschte 
Form; aber ihr Theil 


< k T- 


T0--S— '-f )(-<+■ 


lässt sich, wenn man ihn auflöst und anders ordnet, leicht in die Form 
bringen 


(30g) 


2 ( dt 


. dk l , dk dl ..... i ,, r . dl . dk 

1 - dF ) - T ( lr -n- dF -«k)4- I -(k.^dt-i.ö- dr ) 


dk 


dl 


Jeden einzelnen der Ausdrücke (30) haben wir, um die für die festen 
Coordinatenebenen geltenden kinetischen Functionen zu gewinnen, mit a, 
d. h. dem Cosinus des Winkels zu multipliciren, den die Axe der u als 
Normale der Ebene der vw mit der Axe der x als der Normalen der 
Ebene der yz bildet und zu den einzelnen Producten die entsprechenden 
Producte für die Ebenen der wu und uv zu addiren; die Resultate dieser 
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mit einem Blick auf die Formeln (30) leicht in Gedanken zu vollziehenden 
Operationen unterscheiden wir durch dieselben entsprechenden Indices wie 
vorher, und gewinnen als ihre Summe den ersten der Ausdrücke (13), 
welcher sich auf die feste yz-Ebene bezieht, in der Form 


X"' = X,,"' + X„‘" + X,,"' + X,«'" + X„"‘ + X* 


X«"‘ + X» 


( 31 ) 


Für die beiden anderen festen Ebenen der zx und xy bestehen nach 
(13) zwei ganz ähnliche Summen, die sich von der angegebenen nur durch 
die Cosinus-Coefficienten unterscheiden, wie man aus (15) deulich sieht. 

Bis hierher hatten wir auf die Ausgedehntheit der chemischen Atome 
insofern keine Rücksicht genommen, als wir ihre Massen in ihren Schwer- 
puncten concentrirt annahmen und nur die Verschiebungen dieser einzelnen 
Massenmittelpuncte und ihre gesammte Drehung in Bezug auf den ihnen 
allen zukommenden Massenmittelpunct betrachteten. Um nun diejenigen 
Terme zu erhalten, welche aus dem letzten Ausdruck in (3) herfliessen, 
also von den einzelnen Atomen als starren Monaden -Systemen herrühren, 
genügt es, in jedem der 8 Summanden (31) die inneren, den Hauptträg- 
heitsaxen parallelen Verschiebungen zu vernichten und so das Massenpuncte- 
System erstarren zu lassen. Dann erkennen wir, dass wir noch hinzufügen 
müssen 


zu Xjj“' 


. ' t|)(-* + B + C) + . + .) < 32 « 

-r*) — **(*• ' 

-“<1 +“(* c £-® y >+- + ) 


zu Xm"... A'jaA *. Ak -E . + . -f-«A (B& 3 + CP) 4-. +. J (3 

In diesen Ausdrücken, die man durch cyclische Permutation ergänzen 
muss, beziehen sich aber, wie im § 13. festgesetzt wurde, die Cosinus 
a, ß, y; etc. auf die Winkel, welche die erste (zweite, dritte) Hauptträg- 
heitsaxe eines Atoraes m, dem in Bezug auf diese Linien die Trägheits- 
momente A, B, C zukommen, mit den festen Axen der x, y, z bildet; auf 
dieselben inneren Axen eines besonderen Atomes beziehen sich auch die 
Drehungsgeschwindigkeiten h, k, l. Das Summenzeichen endlich erstreckt 
sich auf die Gesammtheit der Atome des Systemes. 

§ 22. Nun ist es unsere Aufgabe, jede einzelne elementare, centrifugale • 
Arbeitsgrösse nach der Zeit zu integriren und dann so weit wie möglich 
die Integralzeichen zu beseitigen. 

Denken wir uns also die einzelnen Terme auf beiden Seiten von 
(31) — nebst ihrer Ergänzung durch (32 g, h) — mit dem Zeitelcmcnt 
mnltiplicirt und darauf zwischen unbestimmten Grenzen nach der Zeit 
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integrirt, so erhalten wir , abgesehen von einer Integrationsconstanten, die 
Formel 

(33) X" = X„" + X,," + X„" + X 14 '‘ + Xn" 4 X«," 4 X»** 4 X„‘‘ 

in welcher jede Grösse das unbestimmte Integral derjenigen Grösse in 
(31, 32g, h) bedeutet, welche dasselbe Zeigerpaar, aber einen Accent mehr 
besitzt. Jeder dieser 8 einzelnen Integralausdrücke besteht, wie es die 
ihnen der Reihe nach zu Grunde gelegten Different ialausdrüche (30) an- 
geben, aus Integralen, deren Zusammenhang zu dem Behufe der Durch- 
führung der Integration zu untersuchen ist. Betrachten wir aber den 
kinetischen Ausdruck 


( 34 ) 


d A, 


dB 


r -4-(«-TF b + ^- k + r 


dF 


1) 


* v dt “ ■ r ’ dt ■ ■ ' ■ dt 
so ersehen wir sofort, welche Theile seines vollständigen Differentialquo- 
tienten in unsere Differentialausdrücke (31) eingetreten sind. Differentiiren 
wir nämlich denselben, indem wir dabei die Formeln (§ 1 1 ; 12 u. § 21 ; 29) 
berücksichtigen und denken dann jeden Theil seines vollständigen Diffe- 
rentialquotienten wiederum nach der Zeit integrirt, so entstehen die Integrale 
dA dh , „ dö dk 
dt 


d F dl 
dt r ' dt dt 


J dt 


( 35 ) 


„s rr 1 fl dzl dh , 0 

a) Tl = Tjr , iF'dr +/9 - 

b) T, = -i-Jja.yV'h 4 £. Ö,"k4 f.F,"]} dt 

c) T, = -^J{a.4,'ffi4£.ß, , 1t4r.F 1 ‘'l}dt 

rp l fl ,,,dF dB. .dA dF. ,,,dß d^.i . 

d ) Ti = _J . kl ^ . !h (_ _ __) + r • bk (^ - -JJJ-)} dt 

die wir sofort zu der Beductionsformel verbinden 

(36) r= 7)4 7)4 7)4 T t 

In derselben Weise verfahren wir mit der kinetischen Function 

( 37) J = «. kl (F — B) 4 ß . lh (A - F) 4 r .hk (« — A) 

Die integrirten Theile ihres vollständigen Differentialquotienten werden : 


*> Sk »+^(l- 4h --f n) + 

b) 4-/{.(k k) + + rd-fk-k“ b)|. 

( 88) () u-£> + 

d) J t = Jj«. h (Bk 1 4 Fl*) 4 ß.k (FF 4 Ah 3 ) 4 r- 1 (4h 3 + Bk*)} dt 

e) J t = f|a.(k 3 + F) Ah 4 ß.(P F h 3 ) Bk 4 r . (h 3 4 k 3 ) Fl} dt 
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») Ki 

b) K, 

c) K, 

d) K 4 

e) K, 


a) Q, 

b) Q, 

c) Qa 

d) Q, 

e) Qa 


a) B, : 

b) B; 


(41) 


(42) 

(43) 


Sie geben uns aber sofort die Integralformel 

J = Ji + J, + Ja + J 4 — J» (39) 

Bei der Differentiation des die Grössen (19a, b) enthaltenden Ausdrucks 

K = « (kW,' + IV,') + ß (lU,' + hW,') + r (hV,' + kU,') (40) 

treten neben den eben genannten auch noch die Differentialausdrücke (21a,b,c) 
auf und verbleiben unter den Integralen 

= J{« (kW,," + 1V„") + /8(1U„'‘ + hWi,'‘) + r(hV„"+kU„'')}dt 
= f{« (kW,," + 1V„") + /9(lÜ»"+hW„") + r (hV„" + kü„'')} dt 
= (k*U,' — PU,') + ß (PV,' — h»V,') + x (h*W,‘ — k*Wf') J dt 

= Jja.h(kV,' — 1W,‘) + /9.k(lW,' — hü,') + y.l(hü,' — kV,‘)Jdt 

die uns auf der Stelle die Reductionsformel ergeben: 

K = K, + K, + K, + K 4 + K 6 

Dem Ausdruck (40) zur Seite stellen wir die kinetische Function 
Q = « (kW,' + IV,') + ß (10, ‘ + hW,‘) + r (hV,' + kü,‘) 

Die integrirten Theile ihres vollständigen Differentialquotienten sind: 

■ /(“<§"■'+ ar v -'> + '*<l D -' + -ar w - , > + M“* 

= J{« (kW,,- + IV,,-) + ß (lU,," + hW„") + r (hV„* + kü„")| dt 
= f{« (kW,," + IV, ,'0 + ß (1U„" + hW„") + r (hV,," + kU„'0j dt 

= J|«(k 2 u,' - pu,') + ß (pv,' — ipv, o + r (tpw,' — k s w,')} dt 

= J|«.h(kV,‘— 1W,9 + 0.k(lW,'— hü,') + r-1 (hü,' - kV,')} dt 

Diese Integrale restituiren den endlichen Ausdruck (43) nach der Formel 

Q = Q, + Qa + Q3 + Q, 4- Qa (45) 

Wir finden es ferner nothwendig, mit dem Hinweiss auf (18) den Ausdruck 

B = « . h (IW — k V) + ß . k (hü — IW) + r ■ I (kV — hü) (46 ) 

einzuführen; differentiirt und integrirt, liefert er die Integrale 

= /( “-^-OW-kV) + ß. ^ (hü -IW) + r .-~(kV-hU)}dt 

.Jj ah ® w _^V) + W ®ü-ilw) +ri<-£ v— £u>}dt <4,) 


(41) 
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' c) ß 3 = J{«.h(IW,'-k\y) + /9.k (hUi' — IW*') + y.\ (kV,* - hü, 1 )} dt 

d) B 4 = n..h(IW 1 --kV,0 + /?.k(hüj‘ — 1W,‘) + 7 - . 1 (kV a * — hU,')} dt 

(47) "r 

e) B s =2 ( |(aU + ß\ + yW) hkl[ dt 

f) B 6 = |’{«(k 2 .lV-PP.kW) + ß (l’.hW + h’.lü) +■ r (h*.kU + k 2 .hV)} dt 

welche den endlichen Ausdruck (46) zurückgeben nach der Formel 
( 48 > B = B, + B 2 + B : , + B 4 - B* + B, ; 

Verwandt mit (46) ist, ungeachtet ihrer ganz verschiedenen Form, die 
kinetische Function 

(49) P ^ « (l 2 - k 2 ) U + ß (h 2 — 1») V + r (k- — h 2 ) W 

die man nur zu differentiren braucht, um zwischen den Integralen 


» p , - 3T - k 4r> u + f O £ - 1 dl > V + r <k 4 - k Tf) w i " 

b) Pj = f{. (l 2 U,‘ - k 2 U,‘) + ß (h 2 Vj' — PV,') + r (k 5 Wj' — h 2 W,’)} dt 

(50) C ) P, = J*{« (PU,’ — k 2 Uj') + ß (h’W — PVj*) + y (k 2 W,‘ — h 2 W s O} dt 

d) P 4 = « . h 2 (kW + IV) + ß. k 2 (1U + hW) + y . I 2 (hV + kU)} dt 

e) P»= J{«(k 2 .kW+P.lV) + /9(l 2 .lU + h 2 .hW) + r (h’.hV + k 2 .kü)} dt 


sofort die Reductionsformel zu erhalten 


( 51 ) 


P = P, + P 2 + P 3 — P 4 + P 5 


Aber alle bis jetzt in diesem § genannten endlichen Ausdrücke und 
Integrale gelten allein für das nicht starre System nur der Massenmittel- 
puncte der Atome. Um nun aber noch diejenigen kinetischen Functionen 
der Allgemeinheit wegen hinzuzufügen, welche von der Ausgedehntheit der 
chemischen Atome herrühren, genügt es, alle Ausdrücke (34, 37, 40, 43, 
46, 49) auf ein starres System von Massenmittelpuncten zu beziehen. Für 
diesen Fall aber sehen wir alle diese Grössen mit Ausnahme von (37) ver- 
schwinden. Denken wir uns also für ein nicht starres System von starren 
Monadensystemen den Ausdruck 


(52) I) = 2 |« . kl (C — B) + ß.lh (A — C) + y ./,/• (B — A)) 

gebildet, differentiiren denselben und integriren, indem wir setzen: 




\)i“ 


dl 


dt 


dt 


+ ß(-j*-A*. 


dl 

dt 


a) + r<4r B *-T*4 i ' 
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dÄ 


dÄ 


b) D^2-f|,(fcc J t -iB^) 4 ß(lK Jt 

c) Dj = 2' 0« . h (Bä 2 4- CP) 4 ß.k (CP 4 AIP) + r .l (AP + BÄ 2 )} dt 

d) I) 5 = 2' j V (Ä 2 4 P) Ah 4- ß . (P 4- ä 2 ) Bä 4- r -(Ä 2 4- Ä 2 ) C/} dt 

so gewinnen wir die letzte uns nötliige Integralformel, nämlich 
D = D, 4 D 3 4 I> 4 — D a 




(53) 


(54) 


Aber alle diese Gruppen (35, 38, 41, 44, 47, 50, 53) verwandter 
Integrale reichen noch nicht aus, um alle bis jetzt in die Rechnung ein- 
getretenen und manche später noch zu erwartende Integralausdrücke nicht 
nur zu umfassen , sondern ihnen auch gleich von Anfang an durch ihre 
Benennung schon ihre Stellung und ihre Bedeutung anzuweisen. Wir sehen 
uns genöthigt, noch die Integrale einzuführen: 


dt 


a) R= f{«.U„"'4y9.V„" , 4 r .W 11 '"} 

b) H = |j « . h 2 (LV - U, 1 ) 4 ß. k 2 (V,* -V,‘) 4 } - . I 2 (W,* - W,')j 


dt 


i dk a dh , dl . , „ dk 

■ 1 dt)4^" (1 ¥' 1, dT) + r ' r ( h ¥- 




C) Ä-JV-ai 

d) /= f{«.h*.j4h4/3.k 2 .//k4>-.l 2 .nidt 

•> K " 2 |l «•*<*#-' dT ) + ' , BI 'T-‘ir> + '-- c * iJ a' -*#>}"* 


(55) 


f) J = 2' f {« . Ä 2 . Ah 4 ß . Ä 2 . BÄ 4 r • **. Cf } dt 

Davon beziehen sich die vier ersten (a, b, c, d) auf das nicht-starre System 
der Atommassenmittelpuncte ganz allein, dagegen die beiden letzten (e, f) 
auf die Gesammtheit der ausgedehnten, aber erstarrten Atome des Systemes. 
In den Formeln (53a.. d und 55e, f) verstehen wir übrigens unter h, ä, l 
wiederum die Rotationsgeschwindigkeiten eines Atomes, unter «, ß, x die 
Richtungscosinus seiner Hauptaxen gegen die feste x-Axe. Wir bemerken, 
dass zu jedem der eingeführten 7 endlichen Ausdrücke und zu jedem ein- 
zelnen Integral jeder der acht genannten Gruppen noch zwei andere, auf 
die beiden anderen festen Coordinatencbenen der zx und xy bezügliche, 
hinzugedacht werden müssen. 

Unter unseren Integralen tragen einige bei gleicher Natur verschiedene 
Namen, die wir ihnen deshalb geben durften, weil jedes derselben zweien 
verschiedenen endlichen Ausdrücken als integrirender Theil anzurechnen 
ist. Wir müssen jedoch immer auf die Identitäten 

h) J 2 = 2T 4 c) K :> = - B-j e) K 4 = - P 2 

b) K 2 = 0, d) Qj = - B 4 f) Q 4 = - P 3 
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Rüksicht. nehmen. — Mittelst jener Integrale sind wir nun im Stande, die 
einzelnen Terme der rechten Seite von (33) in folgender Weise darzustellen : 
a) Xi," = R e) X,," = - r,+ K s 

... b) X tI " = iTi — 2 K 2 f) X !2 " = 2 H + äK s — 2Qs 

(5 0 . 

c) Xu” = T t — Ki g) X»*‘ = -±-(-A- E-J. + J, — D,+D 3 ) + B, — B, 

d) X„" = H-K 4 + T<— Q 5 h) X 24 " = / + J + J 4 + D 4 — B 5 - 2 P 4 

Demnach tritt das Gesammtresultat (31,32) der in der festen yx- Ebene 
sich vollziehenden Anhäufung der Centrifugalkräfte aller Monaden aller 
Atome des Systemes uns vor Augen in der Form: 

(58) X"= r,+ S 7»- Ti+T t — Ki— 2K,+ K,-K 4 + 2 K s +B, — Bi — B* 

— + ‘f 4 ’ ‘ M * ” 3Qi — »P« 

~T D| +T’ D3 + D< +R + 3H E |-E + / + J 

Dies ist die endgiltige Darstellung der nach der Zeit genommenen 
Integrale der kinetischen Ausdrücke in unseren Grundgleichungen (7), ein 
Ergebniss, welches später einer Reihe eigenthümlicher partieller Integrations- 
processe unterworfen werden soll. Denn wir überzeugen uns leicht von 
der Nothwendigkeit , gerade diesen auf eine feste Ebene bezüglichen Inte- 
gralausdruck der von den Centrifugalkräften verrichteten Arbeiten auf end- 
liche Ausdrücke zurüekzuführen, weil er die drei Gesammt-Projectionen der 
Centrifugalkräfte-Arbeiten, welche in den beweglichen Ebenen der inneren 
Axen des Atomensystemes verrichtet werden, in sich fasst und gerade durch 
diesen Umstand, wenn die Integration wirklich ausgeführt wird, die im 
Laufe einer endlichen Zeitstrecke sich vollziehenden Veränderungen nicht 
allein in den Werthen, sondern auch in den Richtungen der Arbeitscom- 
ponenten von Augenblick zu Augenblick verfolgt. 

§ 23. Wir transformiren nunmehr die dynamischen Ausdrücke in 
den Grundgleichungen unseres Problems. Als solche haben wir nach den 
Gleichungen (5) die über das ganze System von Atommassenmittelpuncten 
erstreckten Summen 

(59 ) L,' = ^(y'Z-z'Y) M,‘ = 2 (z'X-x'Z) N,’ = S (x'Y — y'X) 

welche uns «die in den drei festen Ebenen der Anhäufung der Centrifugal- 
kräfte entgegenwirkende Anhäufung der mechanischen Kräfte gegenseitiger 
Anziehung der Atome« darstellen. Ersetzen wir in ihnen die auf die festen 
Axen bezogenen Geschwindigkeiten x‘, y', z' der Atommassenmittelpuncte 
und die äusseren, diese Puncte angreifenden Kräfte X, Y, Z durch die 
wesensgleichen Grössen u', v', w' und £, II. Z. die jedoch auf die inneren 
beweglichen Axen des Systemes gehen, und dies vermöge der Formeln 

X' = 0U* -r ßs' -b fW 1 U. S. W. X = aS + ßü - 1 - yZ U. S. W . 
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so werden die Ausdrücke (59) die linearen Functionen 
«j,‘ + ßw + r.\V m,' = + ß'Sii + r'Xi N,' = «"/!,' + ß“M: + r"AV (60) 

der aus analogen Determinanten bestehenden Summen 
Ai' = 2 (v'Z — w'//) /V|' = .2 (w'S — u'Z) A" = .S (u ‘H — y’a) (61) 

Setzen wir in diese die in (§11; 17a, b) gegebenen Wertbe ein, so 
wird z. B. 


a) Ai' = 2($Lz— ^-H) + SW- P H) 

b) oder A,' = ^(-^- + Sa (kH+\Z) - h S (vH + wZ) 


Denken wir uns nun die beiden anderen dem letzten Ausdruck (b) 
entsprechenden Grössen durch Vertauschung abgeleitet und aus diesen drei 
Grössen die drei Ausdrücke (60) dargestellt, so müssen wir die letzteren, 
analog dem auf den kinetischen Ausdruck (31) angewandten Verfahren, der 
Integration nach der Zeit zwischen unbestimmten Grenzen unterwerfen. 

Die so erhaltenen Resultate bezeichnen wir durch L,, Mi, N). Wir haben 
also z. B. 

L, = /(«,!,' +y9,V,‘ + r AV) dt (63) 

Unzweideutig gegeben, wie es uns dieser Ausdruck der den Centrifugal- 
kräften der Massemnittclpunctc der Atome längs ihrer projicirten Bahnen 
während einer endlichen Zeitstrecke entgegenwirkenden Anziehungskräfte 
ist, sehen wir bei seiner analytischen Natur nur einen Weg, ihn durch 
eine zum Theil vollzogene Integration auf einen endlichen Ausdruck zu re- 
duciren. Denn betrachten wir die reine dynamische Function 

L = aA + ßM + r \ (64a) 

in welche die das ganze System angreifenden Drehungsmomente 

A = S (yZ — w H) M = S (wS — u Z) N = 2 {all — vE) (64b) 

eintreten und differentiren dieselbe mit Rücksicht auf (§13; 10) nach der 
Zeit, so wird ihr vollständiger Ditferentialquotient 

~ = aA'+ßM‘ + r N' (65a) 

worin : 


A‘ = ^ + kJV - 1 M + \A - h:V A” = ^ + h.V — k A (65b) 

Der erste dieser Ausdrücke, gemäss den Definitionen (64b) entwickelt, 

wird : 

V = 2(^-7-^- H) + 2(y d ") + 2u{kH+\Z) - ^(kv+lw) (65c) 


Entsprechende Gestalten nehmen die beiden anderen Ausdrücke (65b) 
an. Wir denken uns aus diesen dreien den Differentialquotienten (65a) 
zusammengesetzt und integriren darauf beiderseits; so bilden wir leicht 
für die dynamische Function 

L = u2 (vZ — \\H) -f. ß2 (w£ — u Z) + 7 -2 (u H — \E) 
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( 67 ) 


( 68 ) 

(69) 


und die Integrale 
») L«> = f(«Z(-£ Z - 

e' 

b) L» -j f(«i (» f— 




AH . 
f — ) 


dt 


£*(»-= 


d5 


du 

dt 


^) + ri , (4r^-4rS)}* 


dt 


- u -ar> 


r- (« 


dt 

dH 

dt 


dt 

da 

dt 


)] * 


c) L®= f{«2u(k//+12) + £2v(12+h.= ) + r 2w(hr+k//)j dt 

d) L«> = | , |a2a (kv + lw) + ,92Y/(kw + hu) + r 2Z( hu + kvjjdt 

die zu einer partiellen Integration einzig geeignete Formel 
L = L (l > + L™ + LP) — L< 4) 

Aber wir bedürfen noch des Integrales 

LW = f(«.h2'(v//+w^) + /9.k2(w2+uä) + ?-.12(nä+ v//)} dt 


um den Integralausdruck (63) vermöge (65c) auf die Form 
(70) L, = Lt‘) + LW — L<«> 


zu bringen. Allein jetzt vollziehen wir mit einem Blick auf (68) die par- 
tielle Integration; sie führt zu dem Resultate 
(71) L, = L — L< 2 > + LP) — L<»> 

Nun weist uns die Betrachtung der zurückbleibenden Integrale (67b, d 
und 69) den Weg zur weiteren Untersuchung. Wir übersehen nämlich auf 
der Stelle, dass die Ausführung der unter dem Integral L< 2 > angedeuteten 
Differentiationen in den nach der Zeit genommenen Diffcrentialquotieriten 
der ausschliesslich von Coordinatendifferenzen abhängigen Anziehungs- 
kräfte a, //, Z die relativen Geschwindigkeiten ihrer Angriffspuncte 
und Ausgangspuncte in linearer Form einführen wird. Da nun die 
ersteren in den Massenmittelpuncten der Atome, — vielleicht auch in isolirten 
Monaden — eines einzigen betrachteten Systemes bestehen, die letzteren 
dagegen sowohl in diesem System seihst, als auch in seiner Umgebung 
sich befinden, so liegt bei unserer Absicht und nach unserem Urtheil der 
Gedanke äusserst nahe, dass der Calciil uns grade diese Differentialaus- 
drücke zur Formulirung derjenigen Zwangsbedingungen der gegenseitigen 
Verknüpfungen der relativen Geschwindigkeiten entgegenbringt, welche, 
indem sic die Giltigkeit unserer gesuchten Integraltheoreme bedingen, zu- 
gleich den Uebergang eines blossen Atomensystemcs in ein beharrliches, 
jedoch stets von seiner Umgebung abhängiges, Molecül entscheiden. 

§ 24. Wir prüfen jetzt durch Substitution der Gleichungen (§ 13; 13), in 
wie weit die von den Kräften abhängenden Integralausdrücke L t4) u. L (0 > (67d, 
69) mit den für die Bewegung selbst characteristischen kinetischen Functionen 
in (58) zur Aequivalenz gelaugcn, d. h. wir untersuchen, durch welche kine- 
tischeu Funct iouen zweiter Ordnung die Wirkung der iu den genannten 
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Integralen auftretenden äusseren Kraftursachen gemessen wird; wir gehen 
dabei von dem schon früher (§ 15) besprochenen Gedanken aus, dass die 
zur Definition der inneren relativen Bewegungen angenommenen Gleichungen 
(§ 13; 13), indem sie unbestimmte, aber entscheidende Nebenumstände 
unberücksichtigt lassen, durch den allgemeinen Character der inneren Be- 
wegungen, nämlich ohne jede genaue Bestimmung des Zusammenhanges 
derselben, zur Erfüllung gebracht werden. 

Wir untersuchen also zunächst, welche Form der unter dem Integral 
L (l) (67d) stehende Ausdruck durch die Annahme der für jeden Atoinmassen- 
mittelpunct geltenden Differentialgleichungen 

mu" = 3 mv" = // mw” = Z (72) 

erhält. Durch diese erfüllt sich, nebst zweien anderen, die Gleichung 
33 (kv + lw) = k2'mu"v + 12’mu”w 
Aber gemäss den Definitionen (§11; lila') haben wir 
, d 2 u 

a) 2mu"v = 2m v + 22'mc'v + 2m£"v + 2mr'"v 
(12 u , , 

, b) 2mu‘'w = 2’m w + 22mr'w4-2mf''w + 2mf'’'w 


(73) 

(74) 


Demnach gewinnen wir aus den ersten Termen dieser rechten Seiten 
mittelst der Bezeichnungen (21a, c) die Identität 

k2’m v + 12’m - w = kW,,*' + IV, j" (75a) 

Für die zweiten einander auf den rechten Seiten von (74a, b) ent- 
sprechenden Glieder haben wir, vermöge der Werthc (§11; 19b) und der 
Formeln (19a, b u. 27) die Relationen 


22’mf'v = 22'rn (k^~ l-£) v = 2kü,' 

22’mc'w = 22m (k ^ - 1 *L) w = k (^- - -£) - 21U t < 


und berechnen daraus leicht den Werth 

2k2mc'v + 212’mf'w = 2 (k J U,‘ - DU,') — kl ~) (75b) 

Für die dritten auf denselben rechten Seiten correspondirenden Terme 
finden wir mittelst der Werthe (§ 11; 19c) und der Benennungen (18, 25) 
die Werthe 


2mc''v 

2’mf'w 


v /dk dl . dk rt dl . . ... 

= 2 m( dt W -dt V)V =df U -dt ^- *> 


v /dk 
= 2m(^w 


dl . dk . . dl IT 

dt V ) W= dt ( J “ r )~ 'dT U 


W»IUr, Untersuchung«!) ttber Molecularmechanik 


5 


* 
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Aus diesen ergiebt sich sofort. 


ka*T+uw"._(kg-i£)U-<k§ 


i ^ \ a l di ^ /~*i dk 

1 dT )J + Äk dF- n dt 


Aber der zweite Term dieser rechten Seite erleidet wegen (24) die 
Umformung 


-i-(4+ß+0(k|[ 


■ !*) 
dt' 


l , dl . dk. i , dl 
T Ä ^ k di- l dt )+ T < ßk dt 




+ — (kf— — lß — ) 
2 '■ K/ dt dt' 


Demnach wird der endgiltige Werth 


(75c) 


k2mc"v + 12'mr"w = <k J - * § ) U - i A (k § - 1 £ ) 


1 


,dk ~ dl ... . l .. r dl ... dk. 
- 2 % n -dt Äk) -l-( k - r dT- , fl -di ) 
Für die letzten einander entsprechenden Glieder haben wirvvermöge 
der Werthe (§ 11 ; 19d) und der schon gebrauchten Bezeichnungen die 
beiden Formeln 


2mf "v = 2m (li (kv + Iw) — (k 2 -I- l 2 ) u) v = hk (J — li) + lhU — (k 2 + 1 1 ) W 
2m£'"w = 2m (h kv + lw) — (k 2 + l 2 ) u) w = lh (J — 1') + hkU — (k 1 + 1 2 ) V* 


Daraus berechnen wir mittest (25) schliesslich den Werth 
(75d) k2mc'"v + 12mf "w = -±-h(k 2 (zl — H+r)+V(A+B— r))+2hklU — (k 2 4 l 2 )(kW + lV, 


-(k 2 + 1 2 ) /lh — ~‘ h (k 2 — I 2 ) (li—n + 2hklU — (k 2 +1 2 ) (kW 7 + IV 


Indem wir nun die in den Formeln (75a, b, c, d) entwickelten Werthe 
zusammenfassen, ergiebt sich die endgiltige Formel 


(76) 2’5(kv + lw) = -4-(§/1 




d ri 


dt 


) 


i-( kr w- ,ß £> 


- -j-h (k 2 - 1 2 ) (D-n + (kWn" + 1V M ") 
dk 


-flü 
k dt 


k~)U + 2 (k 2 Ui‘ — PU,')— (k 2 . kW+1 2 . IV) 


+ 2hkl.U- 


+ — (k 2 + 1 2 ) Ah 


(k 2 .lV 4- l 2 .kW) 


A 

dt ' 


( 77 ) 


2 v 1 ' ' 2 dt 
Aus dieser Form lassen sich die beiden anderen unter dem Integral L (4) 
enthaltenen Grössen sehr leicht durch cyclische Permutation ableiten. 

Ganz ebenso verfahren wir mit der ersten Grösse unter dem Integral L (0> . 
Die Bewegungsgleichungen (72) bringen auch die Relation 
2’(v// + vZ) = 2'mV'v + 2mw"w 
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zur Erfüllung. Indem wir nun genau dieselben Operationen, wie soeben, 
vornehmen und dieselben Bezeichnungen gebrauchen, haben wir zuerst 

d‘2 v ^ ( 

2mv''v = 2mv -j-,- + -22m, 'v + 2m, "v + 2'm,"'v 


und dann 

a) 2 2m,’v = 22m (l^ — h~) v = -2 (IW — hLV) 

, . .. „ .. , dl dh . dl ... dh .. 

b) 2m, "v = 2m(^u— gj-wJv-^W— gjlt 

c) 2m, "7 = 2m(k(lw+hu)-(l 2 + h 2 )v)v = kl.U + hk.W-(l 2 +h 2 )(J— B) 


Führen wir diese drei Werthe in die Formel (78) ein, so ergiebt sich 
die erste und ihr analog die zweite der Gleichungen 

b) 2mv"v =2mv — +2(lW,'-hU J 1 ) + (JJw-^ü)+k(lü + hW) 

|-(l s + h 2 )(^-S + r) 

H2 W dh Hk 

c) 2mw"w = 2mw i2-+2(hU,' - kV,') f ( U — V) + 1 (hV + kü) 

-^-(h 2 + k 2 ) (A+B-n 

Wir multipliciren die Summe dieser beiden Werthe noch mit h und 
gelangen dann vermöge (28) zu dem endgiltigen Ausdruck 

h2 (v//+ w Z) = * I lAi" ~-h (k 2 — 1'-’) (« — /’) — 2h (kV, 1 - 1W,‘) 

+ h 2 (kW + IV) + h (-^-W - ^V) + ahklU 

— -7 (k 2 + 1 2 ) Ah — 2I1* (17 — 17 ) — 11 2 . ylh 


( 78 ) 


(79) 


(80) 


(81) 


Ziehen wir jetzt diesen Ausdruck (81) von dem vorangegangenen (76) 
ab, so kommt: 


IS (kv + lw) — h2 (yH 4- w Z) 


-- A-hA»_ki<f _“)_i.(“n-3lBk)-4-(k/'§-is^)+(k.+i')jh 


dt 


dt 


dt 


(82) 


+ kW, , " + 1 V„" + 2 (k 2 LY - 1*U,') — (1 — k ^-) ü - h 2 (kW + IV) - (k 2 . k W + 1 2 . IV) 

+ 2h (kV,' - IW,') — h ( W— ~ V) — (k 2 . 1V+ 1*. kW) 


+ 2h 2 (IV - U,') — j- A (k ^ - 1 J) + h 2 . ,4h 

e» 
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Dabei sind, indem sie mit entgegengesetzten Vorzeichen Zusammen- 
kommen, die Grössen fortgefallen: 

‘2hkl.U , -|-h(k*— 1 5 )(5— O 

Dies ist derjenige, auf die Ebene der vw bezügliche Ausdruck, welcher, 
aus den Integrations-Objecten von (67d, 69) durch Elimination der Kräfte 
entstanden, nach unserem Plane zur Auffindung neuer mechanischer Fun- 
dumentaltheoreme in der entsprechenden kinetischen Function (§ 21 ; 16) 
zu suchen ist. Denn offenbar dürfen wir die aus den Bewegungsgleichungen 
(72) abgeleitete letzte Gleichung (82), versehen mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen, zu einer anderen aus denselben Grundgleichungen gefolgerten 
Relation hinzufügen. 

Denken wir uns nun die beiden dem Ausdruck (82) ähnlichen, aus 
ihm durch cyclische Permutation abzuleitenden anderen Ausdrücke für 

J//(lw + hu) — kJ (wJff + uS) , SZ (hu + kv) — 1 J (u£ + v//) 

in den Bestimmungsstücken der Bewegung und deren Differentialquotienten 
allein dargcstcllt, multipliciren dieselben dann der Reihe nach mit a, ft, y 
und integriren die Summe dieser I’roducte, welche sich also auf die feste 
yz- Ebene bezieht, zwischen unbestimmten Grenzen nach der Zeit, so ergiebt 
sich der Werth, welchen die in (71) auftretende Differenz (L w — L (t)) ) 
vermöge der Erfüllung der Differentialgleichungen der Bewegung d. h. durch 
die freie Bewegung an sich annimmt. Wir haben also, indem wir für die 
jetzt in die Rechnung eintretenden Integrale die früheren Bezeichnungen 
gebrauchen und uns dabei der Beziehungen (56) erinnern, die Gleichung 

L« — L<®> = — h— T t — -i-(J, + J a + 4.) + A + l 

( 83 ) + Q> + Qi — (-j- P, + P, + P 4 + Pr.) - E 

+ Kr, — (B 2 + B 3 + Bo) + 2H 

Wir müssen noch angeben, welche Erweiterungen diese Gleichung erfährt, 
wenn sie nicht mehr, wie wir cs bis hierher dachten, auf ein nicht-starres 
System von Monaden oder Atommassenmittclpuncten, sondern vielmehr auf 
ein solches nicht -starres System bezogen wird, dessen Bestandtheile aus- 
gedehnte, aber starre Monadensysteme d. h. unveränderliche chemische 
Atome sind. Indem wir also in den Einzelausdrücken auf der rechten Seite 
von (82) jede innere relative Geschwindigkeit vernichten, und die Haup- 
trägheitsaxen eines jeden Atomes als dessen natürliche Drehungsaxen be- 
trachten, erkennen wir, dass für jedes Atom — bezüglich der ersten seiner 
Hauptaxen - Ebenen — noch hinzutreten die Grössen: 

(»2«) - T (fl O — £ BO - i <« § - B £> + <f + !■) U + U . »• - 4- * (* £ - 1 £ 
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Aus diesen bilden wir durch cyclische Permutation diejenigen Ausdrücke, 
welche sich auf die beiden anderen Hauptaxen-Ebenen eines einzelnen Ato- 
mes beziehen, multipliciren die so erhaltenen drei Ausdrücke der Reihe nach 
mit a, ß, j-, worunter wir jetzt wieder die Cosinus der Winkel verstehen, 
welche die Hauptaxen eines bestimmten Atomes mit der festen x-Axe als 
der Normale der festen yz-Ebene machen, addiren die Producte, integriren 
dieselben zwischen unbestimmten Grenzen nach der Zeit und führen für 
die das ganze Atomensystem umfassenden Summen derartiger Integrale die 
Bezeichnungen (53, 55e,f) ein; auf diese Weise finden wir, dass die rechte 
Seite von (83) noch um 

i- (D| + D 3 ) + D ) + J — i-E 


zu vermehren ist. Aus denselben Gründen haben wir aber auch in (71) 
unter L nicht mehr die Grösse (66) zu verstehen , sondern vielmehr den 
Ausdruck 


L = az (vZ — w//) + ß2(w5— u Z) 4- r- (u// — v£) 4 ^ («L 4- 4- r N) (84) 

wobei in der hinzugetretenen letzten Summe durch L, M, N diejenigen 
Drehungsmomente, welche die selbständige Rotation eines Atomes um seine 
llauptträghcitsaxen beschleunigen, und durch a, ß, y die auf die x-Axe be- 
zogenen Richtungscosinus dieser drei Axen dargestellt sind. Endlich tritt 
aus denselben Gründen an Stelle des Integrales (67 b) in allen dasselbe 
enthaltenden Formeln die Grösse 




(W 


d£ 

dt 


d Z., w d// 

■u-ar) + ^ u 


ds\ 1 
— v -dT ) } 
dN,,. 




dt 

dM 


dt 


dL , 
■dF^lt 


(85) 


d. h. die Summe des alten (67 b) und eines neuen Integrales, von welchem 
ein einziger, auf ein Atom bezüglicher Theil aus jenem in der Annahme 
der Erstarrung eines Monadensystemcs hervorgeht. Wo aber die aus der 
Ferne geäusserten Kräfte S, //, Z in dem endlichen Ausdruck (84) und 
in dem Integralausdruck (85) erhalten geblieben sind, haben sie, in den 
Richtungen der Hauptaxen des ganzen Atomensystemes geschätzt, den Massen- 
mittelpunct eines Atomes immer noch zum Angriffspunct. 

Nun sind wir aber im Stande, mittelst der allgemeineren Grössen (84, 
85) die rechte Seite der Integralformel (71), wenn wir zugleich noch zur 
rechten Seite von (82) die Grössen (82a) hinzufügen, in einer Form zu 
schreiben, die uns dem erstrebten Ziele um vieles näher bringt. Wir haben 
jetzt nämlich für diesen zweiten Theil unserer Integralgleichung den Ausdruck 

L, = L - L«> - 7) - 7) i-(J, 4- A, + J :t ) 4J 5 - -i-(D, 4- D,) 4- D 5 

+ Qi + Q. — (-J- P, 4- P :l + Pi 4- Pa) -4-A- E 
4 K s — (Bi + B 3 + B„) + / + J 4- jH 
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§ 25. Nun subtrnhiren wir, wie es die erste der Grundgleich ungen 
(5) verlangt, den Ausdruck (86) von dem Aggregat (58) und setzen diese 
Differenz gleich einer Constanten. Wir haben also zwischen beinahe allen 
unser Problem beherrschenden Integralen die fundamentale Relatiou 

Const. = L® — L + 7) + 2 Ti + 2'l\ + — J 2 +J 3 + J,- J 5 + D 3 + D 4 - D s 

+ R — (Q s + Q 4 -b 3 Q .) + (^-P. + Ps - P* + Ps) 

+H-K,— 2K 2 +K,— K4+K5 + (B, + Bj — B 5 + B 6 ) 

Bei dieser Subtraction sind die Integrale 

T>, di, D|, E, /, J ; Ks, B 2 , B3 
herausgefallen, indem sie mit entgegengesetzten Vorzeichen zusammen 
kommen. Aber vermöge der Formeln (56) restituiren wir, soweit es mög- 
lich, die aus der Rechnung soeben ausgetretenen Integrale und erlauben 
uns leicht ersichtliche Vertauschungen in der Absicht, jedes Aggregat zu- 
sammengehöriger Integrale mit der entsprechenden — i. § 22 entwickelten — 
Reductionsformcl möglichst in Uebereinstimmung zu bringen. Dadurch ge- 
winnen wir die lichtvollere Formel 

Const. = L® — L -b Tj + jTj + I) J 2 + Jj + J4 — Jj b D 3 4* D4 — Ds 
+ R - (Qi + Qs + Q. + 2 Qs)+ -j-Pi+Pj + Ps — P« + P. 

+ H — K, — K 2 -b K 3 -f Ks + B, + B, + B< — B 5 + B 6 

Nun gilt es, durch theilweise Ausführung der Integrationen auf der 
rechten Seite der voranstehenden Grundgleichung jene Grössen einzuführen, 
denen diese Integrale grade ihren Ursprung danken, und die auch in der 
That von keinem Bestimmungsstück des Ortes des Massenmittelpunctes und 
der Richtung der Axen eines Atornes einen höheren als den ersten Differen- 
tialquotienteu enthalten. Es kann aber kein Zweifel darüber bestehen, dass 
wir nach den Integralformeln (36, 39, 45, 48, 51, 54) setzen müssen: 

a) T, + 2 Tt + T t = T+ Ti — Ts 

b) J 2 -b J 3 + J 4 — J 5 = J — J, 

«0 — (Q2 + Qa + Q4 + 2Q:.) = Qi — Qi — Q 

C) jP, + P 2 + P s — P 4 +P 5 = P— J-P, 

f) B, + B 3 -bB,— Bs + B 6 =B — b 2 

g) D 3 + D 4 — D s = D — Di 

Im Gegensatz zu der Unzweideutigkeit, welche diese partiellen Inte- 
grationen regelt, sprechen nach der Natur der Intregralformcl (42) gleich 
gewichtige Gründe dafür, dass man durch partielle Integration das eine 
oder das andere der beiden Resultate 

c) — K, — K, + K, + K 5 = - K + 2K 3 + K, -b 2K-, 

c') — Ki — K 2 + Kj + K s = + K — 2K, - 2 K 2 — R'i 
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gewinnen darf. Indem wir nun die unbestimmte Integration sconstante im 
ersten Falle mit C, im zweiten mit K bezeichnen, stellen wir die Gleichun- 
gen auf: 

C=7’+J+D — K — Q + P+ B— L (90a) 

+ R + H + n - 7i— J, - D, -F Q, - Q, - -i-P, -B 2 +2K 3 +K, -BK* +L ® 

K = 7+ J + D + K — Q + P + B — L . (90b) 

+ R +H + 7i — T 3 — J, — D, + Q, — Q, — yP,— B,— K,— 2 K 2 — K 4 +L<» 

Auf den rechten Seiten dieser beiden Gleichungen bringen wir das 
Aggregat der vom Integralzeichen freien Ausdrücke, beide bis jetzt be- 
trachteten Fälle der partiellen Integration unterscheidend, auf die Formen 

a) aG a + ßG v + yG w b) «.Y„ + ßX r + j-.Y, (91) 

und entsprechend das Aggregat der unter den Integralzeichen stehenden 
Ausdrücke in die Gestalten 

a) «Po + ^ + t-P, b) «//„+,?//*+ r /7„ (92) 

Das Aggregat aller Integrale bezeichnen wir in dem einen und dem 
andern Falle durch 

a) Y = J'(«Pu + /3 Pt + fP.) dt b) Y = f («/7„ + /9/7, + ylJ w ) dt (93) 

Nun kann aber nicht nur, sondern es muss für jede der drei festen 
Coordinatenebenen eine Gleichung von der Form (90a) oder (90b) aufge- 
stellt werden. Sind also C, C', C" die drei unbestimmten Inlegrationscon- 
stanten für den ersten Fall (a), dagegen A', k’ 1 K“ diejenigen für den zweiten 
Fall und zugleich einmal Y, Y', Y", das andere Mal V, P, 1'“ die auf die 
drei festen Ebenen bezüglichen Aggregate von Integralen, so hat man die 
Systeme 

C = a G u + ß G» -f y G w ~r Y A’ = a .Y„ -4- ß A» + y A» + Y 
a) C = a‘ G B + /9‘ G» + y‘ G» + Y‘ b) A v = a' .Y u ß' .Y, + y‘ X, -(- Y' (94) 
C" = a“G u + ß“G, + r"G» + Y" K“ = «''A' u + ß“X, + y"X w + Y" 

Wir können jedes dieser beiden Systeme durch ein anderes ersetzen) 
nämlich vermöge der Formeln (§ 11; 10a) durch: 

Ga = «C + a'C' + a"C" — (aY + a‘ Y' + a"Y") 

Gv = ßC + ß'C' + ß"C“ — (ßY+ß‘Y' + ß"Y") 

G. = r c + y'C' + r"C" — ( r Y + r Y‘ + r‘'Y") 

Y„ = aA’-F ah'“ + a“h “ — (al"+ a'Y + a“P') 

-Y t = ßK + ßK"+ß"K“ ~(ßP+ ß'P + ß “ P ) 

A'w = yK + yK“ + y“h“ — (y Y + y‘ P + y“ P‘) 

Nun ergiebt sich aber aus den Formeln (34 bis 55; 84, 
wir für die beiden Fälle (90a) und (90b) die W'erthe buben: 


(95a) 

(95b) 
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(96a) 


(96b) 


G„ = 


1 d.l 


-V. = 4-^h +kl (/ — B) + 2'{« fl . ÄZ(C - B) +«/ Jh (A - C) + «*" M(B-A)} 


(67a) 


.j, h+kl (/’— 2f)+- 2{«„ . M{ C— B) + «/. /A (A-C) +«,,".ÄA(B -A)} 

— (kW./ + IV/) - (kW/ + IV/) + (l 1 — k 2 ) U + h (IW - kV) 

— (yZ — w/7) — 2’ (ao . L + a 0 ‘. M + ««". N) 

1 dA, 

2 dt 

+ (kW/ + IV/) - (kW/ + IV/) + (l 2 — k 2 ) U + h (IW — kV) 

— 2’ (yZ — w H) — 2'(a 0 .L + «/ . M + an" . N) 

In allen diesen Formeln bedeuten aber «< i, a/, resp. /?«, ß 0 \ fl 0 “ 
resp. T<‘i u" die Cosinus derjenigen Winkel, welche die drei Hauptaxen 
eines beliebigen Atomes mit der u- Axe, resp. v-Axe, resp. w-Axe des ganzen 
Systemes machen. Zugleich erhalt man die Differentialausdrücke: 

p. - 4<A” - .<,■■) h - ( An - ffik) + ( ^-w,. + fv,.) 


- * {- - ft “) + *•' < & “ - Tr “> + <■ 


dt 


BA-- 


dt 


A h 


>) 


+ h 2 (U/ - U/) + (k 3 U, r — 1 2 U/) + 2h (kV/ — IW/) — h (kV/ — IW/) 

- «Ir - k f- )u - h ( lr w - -®- V) + c ""' + ! < kw -" + lv "") 


, <1Z dff. , ... 

+2(v ür -" w ir ) + -^- 


dL 

dt 


, , dM „ dN. 

ha “--dT f “» - -dt) 


(79b) //. = ?(A,“ - A t “) h - (f n - ^£k) + (§w/ + " V/)- 2 (§W/ + jg-V/) 


dl 

dt 


- - « - « B< > + <®«- 1 «» + *■- <f Bi - SN 


dl. 


Al 


dk, 

dt 

dA 


dl, 

dt 


dk, 

dt 


dt 


,dA, 


dfc, 


+ h 2 (U/ ■ 

-<'!- k 


u/) 

dk 

dt 


• (knv — 1 2 Ü/) — h (kV! 1 - 1W,0 


)U-h(^W-^V) + U„"‘- 




, , dM 

dt + ** • dt 4 0 


■ 2 (kW,/ 1 
dN 


IV,/') 


dt 


) 


(98) 

(99) 


Mit jedem dieser vier Aggregate correspondiren noch zwei andere 
bezüglich der beiden anderen Axen des Systemes, die wir wiederum für 
jetzt nur durch cyclische Permutation gebildet denken. Wir sind jedoch 
im Stande, diesen complicirten Ausdrücken kürzere und ungleich interes- 
santere Formen zu geben, indem wir dieselben sofort auf die augenblicklichen 
Hauptträgheitsaxen des Atoniensystemes reduciren. Zu diesem Ende setzen 
wir in Uebcreinstimmung mit (§ 14; 22, 23) für die Grössen (§ 21; 24) die 
Bedingungen fest: 

U = 0 V = 0 W = 0 

und haben dann für die Grössen (§ 21 ; 26) die einfachen Relationen 


-U/ = U/=4-U' — V/ 


V»*-tV' 


W/ = W/ = yW' 
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und noch für die Grössen ( 21) die ebenso einfachen Beziehungen 

n \ 1 TT II _L TT II l dN y HIV II 1 w H + TO II 

a )— Y-jf-=Ul| + Ui2 — -J- dT = Vn v '2 — J-3T = "ll V *I2 


V\ 1 dU T T II I TT II 1 dV y IltV “ 

b) Tir = Ul2 +ÜM ■ Vr - 


dt 

1 dW' 

2 dt 


( 100 ) 


= W 12 ''+Wj. 


Wir gewinnen nun mit (98, 99) für die auf die drei augenblicklichen Haupt- 
trägheitsaxen des Atomensystemes bezogenen, im Zusammenhänge der cy- 
clischen Permutation stehenden Ausdrücke von der Form des ersten (96 a) 
die wegen ihrer Einfachheit ungleich bedeutungsvolleren Werthe: 

G„ = y ^ h + kl (/’ — 5) +^{ao . kl (C — B) + a 0 '. Ui (A — C) + «o", M (B— A)} 

— 2 (yZ — w//) — 2 (ao . L + a #‘ . M + a (l " . N) 

G, = T ^k + lh (A ~r)+2 (ft • kl (C- B) + ,9»'. U, (A-C) 4- ß„‘‘. A*(B-A) ) {101a ) 
-3(wa-uZ)-i(^„.L + / 9«'.M+^''.N) 

G» = i -^1 + hk (5— A) + 2 {ro • kl (C- B) + r.‘. tt (A -C) + r »"• hk (B— A)} 

— i (u//— v£) — ^'(ro-L + y»'.M + ?V'.N) 

Dagegen ergeben sich für die auf dieselben Axen bezogenen Ausdrücke (96 b), 
indem wir von den voranstehenden Grössen der Kürze und des Gegensatzes 
wegen Gebrauch machen, die Werthe: 


A„ = G a + kW' — IV' 

AV = G T + 1U' — hW' 

Y. = G. + hV' — kU' 

Um andrerseits auch die Differcntialausdrücke (97 a, b) auf die Haupt- 
axen des Systcmes zu reduciren, bezeichnen wir das in beiden Fällen auf- 
tretende und von dieser Reduction unberührte Aggregat — welches jedoch 
der Axe der u allein entspricht — mit 


(101b) 


Bu = iW-AW- (-jj£ /I - JJ/ik) _ -{«„( 


dl 


dÄ- 

dt 


CI- 


.1 1_ 

dt 


, T / (1 d//. 

+ U, t '" + i(v ir -w ir ) 


+ - {«0 


dL , dM , 

_ + ao .__ +a# 


BA-) + . + *} 
dN, 


dt 


( 102 )- 


Dann tritt im ersten Falle, um P„ zu bilden, zu B„ noch das Aggregat 
(IV — U,') h-‘ + (k 5 U/ — 1 2 U/) + 2h (kV/ — IW/) — h (kV/ — IW/) 


+<£-».■ + + ‘(5 v -2 *) ‘ ,w *> 

Aber zufolge (98) verschwinden die beiden letzten Parenthesen; mit Aus- 
nahme der fünften reduciren sich vermöge (99) die übrigen Grössen auf 


4 h (hU‘ + kV' + IW') — -i- (h J - 


.k2 + 12)U'-±(-^-W-|v) (1 02a') 
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so dass wir mittelst der * lebendigen Kraft der Torsion« (§18; 11b) und 
der »resultirenden Drehungsgeschwindigkeit Ö* den kürzeren Ausdruck ge- 
winnen : 


(103a) P„ = B„ + 2 (kW«" + IV,,**) - j(^W - ^ V’) +-| h . E - j 0*.U' 

Im zweiten Falle tritt zu demselben Ausdruck (102), um //„ zu bilden , das 
Aggregat: 


(IV -IV) h 1 
( 10 2b) dk di 

( dt W| + dt 


(k*U,*- 


r* 

dt 


1 J U,‘) — h (kV,-— IW,') — 2 (kW,," + IV,,“) 
+CW,'+^)-jCW( + iv,)-p f t -k-J)U-h(^W-^V) 


Indem nun hiervon wieder die beiden letzten Parenthesen wegen (98) fort- 
fallen, die übrigen aber, mit Ausnahme der vierten, sich durch (99) auf 

(102b 1 ) -~h (hU‘ + kV' + 1W-) + 1 (h J + k J + 1») U' - |(-^W' - V) 


zurückführen lassen, erhalten wir mittelst jener Bezeichnungen das Resultat: 

(103b) //„ = B a - 2 (kW,," + IV,,“) - 1 (-^ W' - V) ■ + j h . E + i 6« . U' 

Es ist von Interesse, die Differenz der beiden Grössen (103a) und (103b), 
also 

P 0 -/7 n = 2(kW a "-HV, 1 ")+8(kW„'‘+lV„“) + (-^-W‘-^i-V') + h.A-e».U 
durch die Relationen (100) auf die Form zu bringen: 

(104) p u _ //„ = (^-w - ^V) + (k - 1 ^) + h (kV' + IW')— (k 2 + 1») U 

weil man aus ihr ersieht, dass die rechte Seite, wie dies in der Tbat nöthig 
ist, die Gestalt des auf die vw-Ebene bezüglichen unbestimmten Ausdrucks 
z'in §11; 14a besitzt; specialisirt man nämlich jene unbestimmten Aus 
drücke /, /t, v zu 

(105) k = kW' — IV' ,x = 1U' — hW' v = hV' — kU' 

so ist zur Bestätigung der letzten Rechnungen bewiesen, dass der Unter- 
schied der beiden endlichen Ausdrücke X„ und G a (101a, b), welcher genau 
= >1 (105) ist, wenn er zuerst auf die feste yz- Ebene projicirt und dann 
um die in derselben festen Ebene genommenen Projectionen der beiden 
analogen Differenzen vermehrt wird, sich als ein nach der Zeit genommenes 
Integral darstellen lässt, unter welchem, wiederum aus den sie betreffenden 
beweglichen Ebenen auf feste projicirt, die drei Ausdrücke von der Form 
(104) auftreten. 

Differentiiren wir nämlich, um die unumgängliche Rechnung in Kürze vorzu- 
nehmen, die kinetische Function 

(106) G = « (kW' — IV') + ß (1U’ — hW') + r (hV* — kU ) 


Digitized by Google 


75 


und integriren die einzelnen, nach den bisher befolgten Principien streng 
unterschiedenen Theile ihres vollständigen Differentialquotienten, so resultiren 
die Integrale 


( 107 ) 


*> °' - /!“(■»- w ' -l v > - ft "•>+ - T u ')) * 

b) e!= J Hk «'_ lf)+ , (lf - bT)+ r( k I- k f,|,. 

c) G 3 =J|a.h(kV' + lW') + ß.k (lW' + hU 1 ) + f.l(hU' + kV')Jdt 

d) G 4 = (’j«.(k 2 + l 2 ) U' + ß (1* + h 2 ) V' + r (h 2 + k 2 ) W'} dt 

als Theile von G, welches sie nach der Formel restituiren: 

G = G, + G> + G 3 — G 4 
In der Annahme der Bedingungen (98) und ihrer Consequensen (99, 

100) haben wir für die endlichen Ausdrücke (40, 43, 106) die Beziehungen 

oK = G 2Q = — G (109) 

und zwischen den Integralen (41, 44, 107) die Relationen 


(108) 


2K, = 
2K 2 + 2 K a = 
2K 4 = . 
2K 5 = 


G, 2Q. = -G, 

Gj 2 Q 5 + 2 Q 3 = — Gi 

• G 4 . 2 Q 1 = G 4 

G ;i 2 Q 5 = — G s 


Zugleich erkennen wir genau, dass der Integralausdruck 


(109') 


j{« (p. -n.)+ß (Pv - //,) + r (P- — #«)} dt (i 10 ) 

aus der rechten Seite von (104) nach der Analogie gebildet und so mit 
der rechten Seite der Formel (108) identisch geworden, die endliche Grösse 
(106) entstehen macht. Dieser Integralausdruck also bestimmt den Unter- 
schied der beiden bis jetzt betrachteten Möglichkeiten der partiellen Inte- 
gration unserer Grundgleichung (88), in Bezug auf welche wir noch eine 
dritte Methode entwickeln müssen. 

Vollziehen wir nämlich, wie früher in den Formeln (89a, b, d, e, f, g,) 
partielle Integrationen, ohne damit eine Formeln (89c') zu verbinden, und 
setzen die erhaltenen Resultate in (88) ein, so kommt für eine dritte unbe- 
stimmte Integrationsconstante 6 die Gleichung 
fe = 5T+J + D — Q + P + B— L 

+ R + H+ n— r 3 — J, - D 1 + Q l -Q 4 -K 1 -K 2 +K,+K 5 -ip,-B s -|-Lm (Hl) 


die, wie man aus der Zusammenstellung (56) ersieht, keine identischen In- 
tegrale enthält. Die Summe der endlichen Ausdrücke auf der rechten Seite 
dieser Gleichung bringen wir wieder am zweckmässigsten auf die Form 

« Äu + ß A* + y ft. 
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( 112 ) 

o„= 

(113) 

\h - 

(114) 77» - 

(115) 

(116) 


— 76 


Dann aber haben wir, wenn wir sofort die Bedingungen (98) auch hier 
festsetzeu und den ersten der Ausdrücke (101 a) zur Kürze einführen, den 
einen Werth 

ff» = G» — (kW,' + 1V 2 ‘) 

welcher, noch durch die Formeln (99) modificirt, nach der Analogie ergiebt: 

.ff» = G„ + y (kW' — IV') 
ff, = G, + y(lU'-hW') 
ff» = G» + y (hV' — kU') 

Vereinigen wir in (111) alle Integrale in ein einziges und geben dann 
dem unter dem Integralzeichen stehenden Aggregat in gleicher Weise die 
Form 

a O» + ß G, + y C» 

so wird mit Benutzung des Ausdrucks (102) der erste dieser Coefficienten 
B» + (ü 2 ' — ü,') h 2 — h (kV,' — 1W 2 ‘) + h ( kW — IW, ') — (kW, a " + 1V 12 '') + (kW M '' + 1V„') 
.,dk w ,, dl ,dk w dl . dl , dk. TT , ,dl w dk v , 

+ ( dt"‘ + dT Va) - ( dt Wi + dt Vl) “ (1 dt - k dt )ü ~ h( dt W - dT V) 

Indem jetzt vermöge (98) die beiden letzten Parenthesen gleich Null werden 
und die übrigen, mit Ausnahme der vierten und fünften, sich durch (99) 
moditiciren lassen, reducirt sich der obige Ausdruck auf 

O» = B» + h . E + k (Wb" - W, 2 ") + 1 (V„" - V„") - (~ W' - ~V') 

ein Werth , der mit den für die beiden ersten Fälle gegebenen (103 a, b) 
verglichen werden muss. Subtrahiren wir also (113) von (103b), so wird 
die Differenz 

C„ = - - 2 - (-JyW' - ~ V') - {k (W„'' + W a ") + 1 (V„" + V 12 '')} |-h E + -L &\j 

die nun wegen der Formeln (100) den endgiltigen Werth annimmt: 

CI» = -- r(-^-w- -- J-V0-- i- (k^' - 1 -4-h(kV'+lW') + -f (k 2 + P)l" 

Bilden wir mittelst dieses und der beiden entsprechenden Werthc das 
Integral 

J> (77, , — Q„) + ß (77, - Q,) + r (//. + Q»)} dt 
so folgt aus den Definitionen (107) und der Formel (108), dass sich dasselbe 
auf — y G reducirt; aber dieser endliche aus (106) zu erhaltende Ausdruck 
ist vollkommen Jidentisch mit dem aus (101b) und(112) berechneten Aggregat : 

« (ff„ - -V») + ß (ff, - .Y,) 4- r (ff. - .Y») 

Durch ähnliche Rechnungen überzeugt man sich leicht, dass das Integral 
J{« (Ü» — P») + ß (£, — P,) + r (O. - P»)} dt 
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mittelst (113) u. (103a) dargestellt, sich gleichfalls auf — G rcducirt. 

Wir haben damit bestätigt, dass die Summe der ebenfalls auf endliche 
Ausdrücke zurückgeführten Integrale (110, 115, 116), die uns gewisse 
Arbeitsgrössen repräsentiren, bei dieser cyclisch rückkehrenden Anordnung 
= 0 wird. Es ist endlich klar, dass wir analog der für die feste yz Ebene 
geltenden Gleichung (111) mit demselben Rechte für zwei andere Constanten 
6', 6" noch zwei Relationen bezüglich der zx- und der xy-Ebene aufstellen 
dürfen. Indem wir die in diesem dritten Falle partieller Integration auf- 
tretenden, mittelst der Grössen Ga, G., G„ (113) gebildeten Integralaus- 
drücke mit S) , S)', g" bezeichnen, haben wir zwischen diesen und den 
Ausdrücken (112) die Relationen: 

6 = ß' = «'Ä,rl-/J'SY+r'fi»+?r 6 l ‘=a"Ä ll +/9''fiv+j'"ft,,+8!" (116) 

für welche wir jedoch die zweckmässigere Darstellung vorziehen: 
fia = «6 + a' 6' + a"H" — (ag +■ a'g' + a''g") 

Äy=^ 6 + ^<5'+/9"6" — 0J9 + £'8'+/J"!r) (117) 

ä» = rG + r'6' + r"6" — (r» + r'3' + r"»") 

Die in diesem Capitel erledigten Rechnungen haben uns nun dahin geführt, 
dass wir die inneren Eigenschaften der in stationären Bewegungszuständeu 
begriffenen Atomen-Systeme von einer neuen, für die theoretische Chemie 
interessanten Seite beleuchten können. 


Sechstes Capitel. 


Das Gesetz der Erhaltung der Spannkraft oder der eentrifugalen Energie 
als Grundgesetz der Beharrlichkeit eines chemischen Molecülcs. 


§ 26. Die drei Formen der Spannkra/isiniegrale und die entsprechenden drei Formen 
der Spannungsgleichungen. 

Noth Wendigkeit der Annahme der Spannungsgleichungen neben den Betcegungs- 
glcichungen. Die vollständigen Systeme der Differentialgleichungen für abgesonderte 
und nicht abgesonderte Molecüle. t 
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§ 27. Erläuterung der Integraltheoreme von der Erhaltung der inneren centrifugalen 
Energie eines chemischen Molecfiles. 

Die drei Modificationen des stationären inneren Bewegungszustandes eines Molecfiles. 
Formale Beziehungen zwischen den partiellen lebendigen Kräften und den partiellen 
Spannkräften eines Molecfiles. Die Bedeutung der Integrationsconstanten; die 
Hauptspannkraftsaxe und die Hauptspannkraftsebene eines Molccülos. Die Polarität 
des chemischen Molecfiles im Sinne der Ampäre'schen Hypothese. 

Gegensatz der Flächensätze zu den »Spannkraftsintcgralen«, die sich dem Pouton'- 
sehen Theoreme nicht unterordnen. 

§ 28. Erläuterung des principiellen Inhaltes der Differentialgleichungen, welche die Er- 
haltung eines chemischen Molecfiles bedingen. 

Die characteristischen Unterschiede in den drei Modificationen der Spannungs- 
gleichungen. Die katalytischen Molecularkräfte und ihre Arbeitsleistungen. Der 
innere regulative Mechanismus des Molecfiles. Freie und gebundene centrifugale 
Energie im Molecfil. Erinnerung an die optisch verschiedenen Modificationen 
chemischer Molecfile. 

§ 29. Die vollzähligen Grundgleichungen der Theorie der periodischen Variationen der 
mechanischen Energie eines Molecfiles. 

Die Differentialgleichungen der Drehung eines Molecfiles nnd der Botation seiner 
Atome und deren Beziehung zu den Spannkraftsintcgralen. Die Systeme von Re- 
lationen, welche mit den drei Arten der Span nkrafts integrale corrcspondiren. 

Die Gruppe der Fundamentalgleichungen, welche die Variationen der mechanischen 
. Kräftearbeit nnd Energie bei einem Molecfil bestimmen. 

* Die Gleichung der lebendigen Kraft nnd ihr Vcrhältniss zur Gleichung der Spann- 
kräfte. Theoreme aber den Zusammenhang der Drehung eines Molecfiles mit den 
selbständigen Rotationsbewegungen seiner einzelnen Atome und Aber den Zusammen- 
hang der »Ausdehnungsspannkraft« mit der »lebendigen Kraft der Rotation. 

$ 30. Ableitung der mechanischen Gesetze, welchen die Zusammensetzung eines Gesammt- 
molecfiles aus Partialmolecalen unterliegt. 

Die Formen der mechanischen Energiegrössen eines in Theilmolccftle gegliederten 
Gesammtmolecfils. 

Die allgemeinen Hauptrolationen , welchen die relative Anordnung und Bewegung 
besonderer Atomengruppen innerhalb des Molecfiles unterworfen ist. 

Die fundamentalen mechanischen Lehrsätze Ober die relative Anordnung und den 
relativen Bewegungszustand von Partialmolecfilcn innerhalb des Geffiges ihrer Ge- 
sammtverbindung. Die Eigenschaften des Normalzustandes des Gesammtmolecfilea. 
Hauptsatz der auf die fcosmogonische Hypothese gegründeten Theorie einer all- 
mähligen inneren Vervollkommnung der Stoffgebilde. 


§ 26. Es gilt, ehe wir die Entscheidung über unsere neuen allge- 
meinen Integrale der Dynamik von Massen -Systemen treffen, die Anzahl 
und die Zusammensetzung derjenigen Differentialgleichungen zu bestimmen, 
die jenen als nothwendige Voraussetzung zu Grunde liegen. 

Da es sich bei unserem Problem, die Grundgesetze des Zusammenhanges 
der Bewegungen der einzelnen Atome eines chemischen Molecüles zu bestimmen, 
nur um die Verschiebungen ihrer Massenmittelpuncte in Bezug auf den 
augenblicklichen Massenmittelpunct ihrer Gesammtbeit, um die Drehung 
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dieses ihres Systemes um dessen augenblickliche Hauptträgheitsaxen und 
endlich um die Rotation der einzelnen Atome um ihre in ihnen unbeweg- 
lichen Massenmittelpunctc handelt, während die absolute Translation des in 
seinem Schwerpunctc concentrirt gedachten Atomensystems der Frage nach 
seinem inneren Zusammenhänge ferner liegt: dürfen wir uns um so mehr 
erlauben, die für die genannten Bewegungsarten nach den elementaren Prin- 
cipien der Mechanik im 3. Cap. aufgestellten Differentialgleichungen zur 
Entscheidung auch für dies Problem herbei zu ziehen, als die Zusammen- 
setzung derselben, namentlich die Anzahl der in ihnen enthaltenen, diffe- 
rentiirten oder nicht differentiirten, von der Zeit abhängigen Bestimmungs- 
stücke noch unerörtert blieb. 

Die symbolische Grundgleichung der Dynamik (§ 13; 2), wie sie für 
ein freies System von Massen gilt, welches also keinen gegebenen Bedin- 
gu ngsgleichungen zwischen den Bestimmungsstücken ihrer Lage unterworfen 
ist , lieferte uns für ein System von n chemischen Atomen , welches theils 
seinen eigenen inneren, theils den von anderen Atomen -Systemen herrüh- 
renden mechanischen Anziehungskräften ausgesetzt ist, eine erste Gruppe 
von 3n Differentialgleichungen zweiter Ordnung: wir definirten nämlich 
(§ 13; 13) durch die für jedes der « Atome besonders geltenden Gleichungen 

mu" = E mv" = // mw" = Z ( 1 ) 

die in den Richtungen der augenblicklichen Hauptträgheitsaxen des ganzen 
Massen-Systemes gemessenen Verschiebungen der Masscnmittelpuncte seiner 
einzelnen Atome. In diesem Systeme der Bewegungsglcichungen bedeuten 
E, H, Z stets die jenen inneren Axen parallen Componenten der Resultante 
aller Kräfte, welche theils von den übrigen Atomen desselben Systemes, 
theils von den Atomen anderer in der Umgebung des ersten befindlicher 
Systeme auf den Massenmittelpunct eines Atomes des betrachteten Systemes 
ausgeübt werden. Dabei besitzen die denselben inneren beweglichen Axen 
stets parallelen Beschleunigungen des Massenmittelpunctes eines Atomes, 
jedoch bezogen auf den Schwerpunct des Systemes, Werthe, die nach den 
Definitionsformeln (§ 11; 19) dem einen Werthe 

U ^ dF + 2 ^ k ~dT — ~dt" ) + ( dt w - — v) + h (kv + Iw) - (k 2 + 1 2 ) u {2 ) 

analog zu bilden sind. Dieser Ausdruck enthält ausser den Coordinaten 
u, v, w, deren für ein System von n Atomen 3n zu bestimmen sind, die 
3 Geschwindigkeiten h, k, 1, mit welchen dieses System um seine Haupt- 
trägheitsaxen rotirt. Diese Grössen hängen durch die Formeln (§11; 11) 
von den veränderlichen Cosinus der Winkel ab, welche die drei Hauptaxen 
des Systemes mit den drei im Raume fest gedachten Coordinatcnaxen machen ; 
aber diese 9 Winkel-Cosinus, gebunden an 6 von einander unabhängige Re- 
lationen (§ 11; iOa) lassen sich, wie Euler lehrte, durch die Sinus und 
Cosinus von nur 3 Winkeln ausdrücken, welche, an keine Bedingung mehr 
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gebunden, die Lage des beweglichen Axensystems in Bezug auf diejenige 
des festen, vollständig definiren. Welchen Ort aber der augenblickliche 
Massenmittelpunct des Atomensystemes als Mittelpunct des beweglichen 
Axensystems in Bezug auf das feste Axensystem einnehmen möge, darf 
uns aus bekanntem Grunde jetzt gleichgiltig sein. Wenn wir also die 
3 Grössen h, k, 1 vermöge der — namentlich aus der »Theorie der Rotation 
eines nur sich selber überlassenen starren Systemes von Massenpuncten 
um seinen Schwerpunct» bekannten — Euler' sehen Reductionsformeln durch 
3 unabhängige Veränderliche und deren erste nach der Zeit genommene 
Diffcrcntialquotienten ausgedrückt annehmen und diese Ausdrücke nebst 
ihren nochmaligen Ableitungen in den linken Seiten aller 3n Gleichungen (1) 
substituirt denken, so enthalten die Seiten zur linken Hand als ganze 
rationale Ausdrücke (3»-+- 3) unabhängige Veränderliche nebst deren 
ersten und zweiten Diffcrcntialquotienten. Wofern nun das Atomensystem 
der Einwirkung seiner Umgebung auf eine gewisse Dauer entzogen ist, — 
welchen früher seiner Beschränktheit wegen zurückgewiesenen Fall wir vor- 
läufig nur um seiner Einfachheit willen betrachten wollen, — sind die rechten 
Seiten derselben Gleichungen (auf Grund der üblichen Voraussetzung über 
die Abhängigkeit der von den Atomen des Systemes wechselseitig ausge- 
übten Kräfte von den Abständen ihrer Massenmittelpuncte) gebrochene, 
irrationale Ausdrücke in den 3n Coordinaten u, v, w allein, indem sie 
zugleich weder deren Differentialquotienten, noch jene veränderlichen drei 
Winkel oder deren Ableitungen enthalten. Weil also nach dieser Ausein- 
andersetzung die Anzahl der Variablen des Problems die Anzahl der dafür 
zu Gebote stehenden Differentialgleichungen (1) um 3 Uber trifft , sind wir 
darauf hingewiesen, das System dieser Beuteguiujsgleichungen durch die Be- 
stimmung von 3 neuen Differentialgleichungen zu vervollständigen, welche, 
unter einander unabhängig, wohl dieselben Veränderlichen, aber keine an- 
deren mehr enthalten. Zwar genügen der letzten Forderung die an dem- 
selben Orte (§ 13; 14) abgeleiteten und (§ 13; 32) entwickelten Differential- 
gleichungen, welche die Rotation und die innere Torsion des Atomensystemes 
zum Theil beherrschen. Allein sie sind, wie es der blosse Anblick ihrer 
ersten Form (§13; 14) erkennen lässt, durch einfache algebraische Opera- 
tionen aus der Gesammtheit der Bewegungsgleichungen (§ 13; 13) hergeleitet 
und enthalten desshalb keine neuen Bestimmungen über den Zusammenhang 
der Veränderungen aller in unser Problem eingegangenen Grössen. Und 
dieser eine Umstand macht sie durchaus ungeeignet, das System der 
Bewegungsgleichungen (1) zu ergänzen. Aber nachdem wir einmal mittelst 
einer Kette strenger Schlüsse, deren Allgemeinheit durch keine unziemliche 
Voraussetzung, durch keine bedenkliche Definition beschränkt ward, von 
den rf’A/emiert'schen Grundgleichungen der Dynamik zu den Relationen 
(§25; 95 a; 95 b; 117) fortgeschritten sind und soeben die Noth Wen- 
digkeit der Annahme dreier von den Bewegungsgleichungen vollständig 
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unabhängiger Differentialgleichungen erkannt haben, dürfen wir um so 
weniger Anstand nehmen, diese unumgänglich nöthigen Bedingungen aus 
jenen Relationen zu entnehmen, als wir grade dadurch in den Besitz von 
drei neuen dynamischen Integralgleichungen gelangen, welche durch die 
(§ 5) vollzogene Erweiterung des wichtigsten Begriffes der Mechanik gefor- 
dert sind. Aber diese Relationen bieten uns die Möglichkeit die zu den 
Bewcgungsgleichungen hinzugeforderten neuen Differentialbedingungen über 
den Zusammenhang der Beschleunigungen, welche sowohl die innere relative 
Translation der Atommassenmittelpuucte, als auch die Rotation der einzelnen 
Atome und des ganzen Atomensystemes um die respectiven Iiauptträgheits- 
axen erfahren muss, damit das Atomensystem ein seiner Umgebung gegen- 
über fest zusammen geschlossenes^ durch einen stationären inneren Bewegungs- 
zustand ausgezeichnetes und darum za einem selbständigen Auftreten im 
Raume, zu eigenartiger Einwirkung auf seine Umgebung befähigtes chemi- 
sches Molecül reyräsentire, in drei verwandten Formen aufzustellen, deren 
Dasein uns nur auf die Vermuthung bringen kann, dass sie verschiedene 
Modificationen des stationären inneren Molecularbewegungszustandes be- 
gründen. Denn in der That, es folgt aus jener ersten Gleichung (§25; 95a) 

G„ = «C + a'C' + a“C" — («Y + a'Y' + a"Y'‘) (3) 

dass der Ausdruck G„, welcher aus den Geschwindigkeiten der inneren 
relativen Translation der Massenmittelpuncte aller einzelnen Atome des 
Systemes und aus denen aller seiner möglichen Rotationen vollkommen 
rational, dagegen aus den OrtsbestimmungsstUcken der Atommassenmittel- 
puncte theilweise irrational zusammengesetzt ist, ohne die Annahme der 
Bedingungen, dass Y = Y' = Y" = 0 sei, einen schlechterdings unbe- 
stimmten Werth besitzt, da ja diese Integralausdrücke von den noch dazu 
ohne die genannten Bedingungen nicht vollständig definirten 
Werthveränderungen abhängen, welche 

1) die Richtungscosinus der Hauptträgheitsaxen und die. auf diese 
Axen resp. bezogenen Drehlings- Geschwindigkeiten und -Be- 
schleunigungen sowohl des ganzen Atomeusystemes , als auch 
der einzelnen Atome, 

2) die auf dieselben Axen und ihren Mittelpunct, den Sehwerpunct 
des Systemes, bezogenen inneren relativen Coordinaten, Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen aller Atommassenmittel- 
puncte 

im Verlaufe der beliebigen Zeitstrecke erleiden, über welche die Inte- 
gration sich ausdehnt. Unter diesen Umständen also könnten wir, da die 
Zeitstrecke, während welcher das System äusseren und inneren Kräften 
ausgesetzt sein soll, unbedingt beliebig bleiben muss, nimmermehr, so lange 
jeder der gedachten Integralausdrücke einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt, den Werth vou G„ angeben. W T ir können es aber auf der Stelle, 

Waltor, UnterBochunjjen Uber Molecularaechaolk. 6 
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wenn wir jene Integrale einzeln gleich Null setzen. Denn dann hat der 
endliche Ausdruck G„ am Ende einer beliebig lang gewählten Zeitstrecke 
einen Werth, der nur von definirbaren Constanten und der Lage abhüngt, 
welche die erste Hauptträgheitsaxe des Systemes zu diesem Zeitpunct 
einnimmt. Dieselben Schlüsse gelten für die Werthbestimmung der den 
beiden anderen augenblicklichen Hauptträgbeitsaxen des Atomensystemes 
entsprechenden endlichen Ausdrücke G„ G«, die unter denselben drei Be- 
dingungen angebbare Werthe haben. Aber die Forderung, dass jeder 
der drei Integralausdrücke Y, Y‘, Y" für sich =0 sei, kommt darauf zurück, 
dass die drei Differentialausdrücke (§ 25; 103 a) für jeden Zeitpunct inner- 
halb des Integrationsintervallcs einzeln verschwinden. Wir nehmen nun in 
der That die drei Differentialgleichungen 
(4a) Pa = 0 P, = 0 P. = 0 (für § 25 ; 103a) 

die wir hinfort die »Spannungsgleichungen erster Art« nennen wollen, zur 
vollständigen Definition aller Bestimmungsstückc der verschiedenen bei einem 
Atomensysteme möglichen Bewegungsarten zu den Bewcgungsglcich ungen 
hinzu. Sind sic erfüllt, so gelten auch nach (§ 25; 95 a) die drei Integral- 
gleichungen erster Ordnung: 

(5a) G a = Ca + CV + C"a‘‘ G, = C,9 + C'ß‘ + C"ß" G, = Oy + C y + C"y" 
die wir als »Spannkraftsintegrale erster Art« bezeichnen. 

Ganz ähnliche Betrachtungen bezüglich der einzelnen Relationen (95 b) 
geben uns in den Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

(4b) // o = 0 /7, = 0 //. = 0 (für § 25; 103b) 

die »Spannüngsgleichungen zweiter Art« und zugleich in den nur Differential- 
quotienten erster Ordnung wegen (§ 25; 101b) enthaltenden Relationen 
(5b) A, = Ka + A'V + K“a" A T = Kß + K‘ß‘ + K"ß“ A» = Ay + A‘y‘ + K"f‘ 
die »Spannkraftsintegrale zweiter Art«. 

Dieselben Schlüsse, noch auf die Relationen (§ 25; 117) angewendet, 
liefern uns in den Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

( 4 C ) Da = 0 £W = 0 G„ = 0 (für §25; 113) 

die »Spannungsgleichungen dritter Art« und in ihrem Gefolge für die Grössen 
(§ 25; 112) die Beziehungen 

(5c) Ä« = 6a + &'a‘ + &“a" ff, = 6/9 + G'/?' + Q"ß" ff» = 6y + ß'y‘ + ß"y" 
als »Spannkraftsintegrale dritter Art«. 

Es sind die Formelgruppen (5a, b, c) und ihre resp. Voraussetzungen 
(4a, b, c) die wir zur mathematischen Definition der Beharr- 
lichkeit eines chemischen Molecüles einzig tauglich erfunden haben. 

Schon in unserer Definition des chemischen Molecüles (§ 9; Defin. b) 
bezeichneten wir als erste unserer Hauptaufgaben die analytische Forma - 
lirung derjenigen Bedingungen, welche den Umfang des allgemeineren Be- 
griffs »Alomensystemt insoweit beschränken , und zugleich seinen Inhalt 
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insofern bereichern , dass <s, beharrlich in der Bewegung in Bezug auf seinen 
Massenmitlelpunct, ein mit gewissen , in Wirklichkeit nachweisbaren Eigen- 
schaften ausgestattetes » chemisches Molecült repräsentirt. Und dies Pro- 
blem ist jetzt gelöst. Denn jene Spannkraftsintegralc — welcher Art auch 
ihre Form sei — sagen aus, dass für das chemische Molecül ein allgemeines 
Theorem des Sinnes gilt: 

Wenn in einem der Wirkung innerer und äusserer Kräfte überlassenen I 
Molecül dessen in seinem Massenmitlelpunct sich rechtwinklig kreuzende 
Hauptträgheilsaxen durch ihre Bewegung im absoluten Raume gradlinige 
Oberflächen erzeugen , sind immer, so lange es besteht, drei Functionen , welche 
alle Bestimmunysstücke der Rage und Bewegung der einzelnen das Molecül 
zusammensetzenden Atome enthalten, einzig nur von der Richtung der Axe, 
auf welche sie gehen, abhängig, so dass jede dieser Functionen immer zu 
demselben Werthe zurückkehrt, wenn die ihr entsprechende Haupllrägheitsaxe 
wieder in die alte Lage oder in eine neue, dieser parallele, Lage übergeht. 

Dies ist in seiner rein mathematischen Fassung, der wir für jetzt den 
Vorzug geben, das für die theoretische Chemie fundamentale Gesetz der 
Erhaltung der Spannkraft oder der centrifugalen Energie eines 
jeden einmal entstandenen Molecüles, weil es den beharrlichen Be- 
wegungszustand dieses Atomensystems bedingt. Allgemein für innere und 
äussere Kräfte giltig, welche die einzelnen Atome des Molecüles angreifen, 
begründet cs insofern einen festen Zusammenhang einer Anzahl von Atomen, 
als deren Abstände und Geschwindigkeiten in Bezug auf den Massenmittel- 
punct ihres Systems nicht allein niemals unendlich grosse Werthe annehmen 
können , sondern im Gegentheil immerwährende periodische Schwankungen 
um endliche mittlere Werthe machen müssen. Dies ist der Grund, wesshalb 
wir, so lange für ein Atomensystem eine der drei Gruppen von Spannungs- 
gleichungen ausser den Bewegungsgleichungen erfüllt ist, dasselbe, weil dann 
die Spannkraftsintegrale immer gelten, als ein «Molecül« im Sinne der heu- 
tigen Chemie anzusprechen uns berechtigt glauben. 

Wir kennen bereits das vollständige System der Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung für abgesonderte, d. h. ausschliesslich ihren eignen inneren 
Kräften überlassene Molecüle. Wir haben aber noch zu prüfen, ob auch 
für eine Anzahl nicht abgesonderter d. h. in gegenseitiger Wechselwirkung 
begriffener Molecüle die zur analytischen Definition aller in diesem Falle vor- 
kommenden Veränderlichen ausreichende Anzahl von Differentialgleichungen 
vorhanden ist. Es seien dann n, n‘, n“, . . die Anzahlen von Atomen, welche 
die einzelnen in der Anzahl p vorhandenen Molecüle zusammensetzen und 
jV=n-|-n l -}-n' , -|-. + . die Anzahl aller in allen Molecülen enthaltenen 
Atome. Die Bewegungsgleichungen (1), für alle Atome aufgestellt, bilden 
vereinigt ein System von 3N Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
die »intramolecularen relativen Coordinatcn u, v, w; . . .« der Atomenmassen- 
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mittelpuncte und jene 3p Winkelgrössen enthalten, welche die absoluten 
Positionen der Hauptaxen jedes einzelnen Moleciils bestimmen. 

Irgend eine Gruppe der Spannungsgleichungen (4a, b, c), für alle 
Molecüle angesetzt, liefert zur Ergänzung 3p Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung in denselben Variablen. Und diese Anzahl von 3(N+p) Differen- 
tialgleichungen genügt vollkommen, um die ebenso vielen Veränderlichen 
in diesem allgemeinsten lalle der Wechselwirkung beliebig vieler Molecüle 
hinsichtlich ihrer gegenseitigen Abhängigkeit zu definiren. 

Für abgesonderte oder nicht abgesonderte Molecüle reichen die »Dif- 
ferentialgleichungen (§ 13; 33) der selbständigen Rotation der Atome um ihre 
eigenen Hauptträgheitsaxem in ihrer Gesammtheit immer vollständig aus, 
um die Positionen aller Atome, welche Anzahlen von ihnen auch zu Mole- 
cülen verbunden sind, rücksichtlich ihres Zusammenhanges mit allen in diesem 
Falle vorhandenen übrigen Veränderlichen zu dehniren. 

Die letzte Verallgemeinerung, welche wir in unseren Spannkrafts- 
integralen sowie in den ihnen zu Grunde liegenden Spannungsgleichungcn 
vorzunehmen haben, um unserer Hypothese (§9; Dehn, c.) treu zu bleiben, 
dass nämlich der Lichtäther der Rest der Verdichtung der uranfänglichen 
Materie ist, besteht nun darin, dass wir in jenen Gleichungen von jetzt 
an nehmen: 

A = 2m (v* + w 2 ) + 2> (r^+C 2 ) U' = 2m(v^-w^) + 2>( 7 ^- C^) 

(6) 5 = 2m(w 2 +u 2 ) + 2/ i (C 1 + l 2 ) (7) V' = 2 'ra(w^-u^) + 2>(C^-f^) 

r = ^>(u 2 +v 2 )+2> tf*+, 2 ) W' = 2’m(u^ -v g)+2> 

worin die neuen f, r n f die den augenblicklichen Hauptträgheitsaxcn eines 
chemischen Molccüles parallelen und von dessen Massenmittelpunct aus 
gemessenen Coordinaten einer Aethermonade mit der Masse p bedeuten, 
so zwar, dass das erste Summenzeichen alle Atome des Molecüles, das zweite 
die Monaden der gespannten Aetberhüllen umfasst, welche in der nächsten 
Umgebung der einzelnen Atome eines Molecüls durch Anziehung festge- 
haltcn sind. 

Anmerkung: Wenn man nämlich die Farben Veränderung erklären will, welche gewisse 
mit Krystallwasscr krystallisirende chemische Verbindungen bei dem Austritt 
dieses Krystallwassers aus ihren Molecnlen erleiden, so liegt offenbar die 
wahrscheinlichste Ursache dieser Erscheinung in dem Umstande, dass die 
Schwingungen der einem chemischen Moleeül immanenten Acthermonaden 
in ihrer Oscillationsdauer und Wellenlänge ganz wesentlich beeinflusst werden 
durch die relative Lagerung der Atome eines MoleeOles. Desshalb betrachten 
wir eine unangebbare Anzahl von Aethermonaden als eine wesentliche Zu- 
gabe zu der Stoffmasse eines Molecüles, dessen Atom-Configuration jedoch 
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durch jene um so weniger bestimmt wird, als höchst wahrscheinlich die 
Masse aller einem Molecfil anhaftenden Aethcrmonaden gegen die Masse 
selbst nur eines Wasscrstoffatomes verschwindend klein ist. 

§ 27. Wir gehen nuu an die Erläuterung unserer im vorigen § auf- 
gestellten Integraltheoreme, welche die Erhaltung der inneren centrifugalen 
Energie eines chemischen Molectils dahin definiren, dass eine aus den Be- 
stimmungsst ticken der Bewegung gebildete kinetische Function sich mit einer 
ihr wesensgleichen, aber aus den Bestimmungsstücken der Positionen ge- 
bildeten dynamischen Function durch blosse Addition zu einer in feste 
Grenzen eingeschlossencn periodischen Function zusammengesetzt. Dies ist 
jene kanonische Form der allgemeinen dynamischen Integralgleichungen 
erster Ordnung, die wir aus sachlichen Gründen stets anderen, ursprünglichen 
Formen vorziehen. 

Die Verschiedenheit der auf den linken Seiten unserer Spannkrafts- 
integrale (5a, b, c) stehenden Aggregate (§25; 101a, b und 112), von 
denen sich je drei auf dieselbe Molecül-Hauptaxe beziehen, fordert zu ihrer 
Erklärung einige Bemerkungen über die drei (als vorzugsweise möglich 
nachgewiesenen) Modificationen des stationären inneren Bewegungszustandes 
eines Molecüls. Dieselben fanden ihren Ursprung in der Unmöglichkeit, 
sämratliche Integrationen in der fundamentalen Gleichung (§ 25; 88) wirklich 
auszuführen, also in der Unmöglichkeit, das Gesammtresultat der Anhäufung 
sowohl der allen Monaden aller Atome des Systemes überhaupt eigenen 
Centrifugalkräfte, als auch ihrer Gegenwirkungen ausschliesslich in den ur- 
sprünglichen Orts- und Richtungs-Bestimmungsstücken und deren ersten De- 
rivirten darzustellen. Jedoch nicht lange konnte dieses Hinderniss befremden; 
denn der Calcül gab uns dadurch ungezwungen diejenigen Gleichungen in 
die Hand, welche die erforderlichen neuen, den inneren festen Zusammenhalt 
des Molecüls entscheidenden analytischen Bestimmungen enthalten. Jetzt 
aber bringt uns, wenn wir diesen Umstand erwägen, die Analyse der Arbeits- 
integrale in § 22 zwei Gedanken in’s Bewusstsein, den einen : dass ein Theil 
der den Monaden der Atome vermöge ihrer Bewegungen längs irgend welcher 
Curven veränderlicher Krümmung eigentümlichen Centrifugalkräfte den 
inneren relativen Bewegungen immanent sich erhält und nicht etwa , indem 
sich jene unter allen Umständen in das Differential einer um eine Dffe- 
rentation ärmeren kinetischen Function verwandeln lassen müssten, dazu 
gelangen , einen angebbaren Gesammteindruck auf die äussere Umgebung 
hervorzubringen, den anderen: dass der Verlauf der stetigen Veränderungen 
des inneren beharrlichen Bewegungszustandes eines chemischen Molecüls, 
welche durch die Werthveränderungen von kinetischen Functionen erster 
Ordnung bedingt sind, in besondere Abschnitte getheilt wird, innerhalb deren 
jede eigenthüm/iche stationäre Bewegungsart eine besondere analytische De- 
finition erfährt. Denn dies ist offenbar die sachliche Bedeutung der rein 
analytischen Möglichkeit, 3 charaderistische Formen unserer neuen Sjoann- 
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kraftsintegrale und ebenso viele ausgezeichnete Formen, der Spannungsglei- 
chungen als Fundament für die mechanische Theorie des chemischen Molecüls 
aufzustellen. 

Um nun bezüglich dieser Verhältnisse zu grösserer Klarheit durch- 
zudringen, erläutern wir zunächst die Zusammensetzung und die mechanische 
Bedeutung der partiellen Spannkräfte eines Molecüls und die Beziehungen 
dieser kinetischen Functionen erster Ordnung zu den ihnen wesensgleichen, 
in § 18 behandelten partiellen lebendigen Kräften, die einem Atomensystem 
überhaupt, also auch einem chemischen Molecüle, zukommen. 

In den auf die Ifauptaxeu eines Molecüls bezogenen drei symmetrischen 
Aggregaten (§ 25; 101a) treten uns zuerst entgegen die Ausdrücke 


l d.4 , uv d/?u 

T-dr h = h2nv>u ir 


±i" k _ k v, 

2 dt 


mp, 


d p r 
dt 


l df. 


dp* 


T-dT^ 1 -^ dt 


deren Darstellung in dieser Form sich auf die Definitionen (§ 21 ; 26a u. 

§ 14; 40) gründet. Diese gehälfteten Producte der Rotationsgeschwindigkeiten 
eines Molecüls (um seine Hauptaxen) in die nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten seiner Trägheitsmomente (in Bezug auf dieselben Axen) 
haben offenbar eine solche mechanische Bedeutung, dass sie die während 
der Rotation des Molecüls, soweit alle Atome desselben an ihr gleichmässigen 
Antheil nehmen, im Falle einer Ausdehnung oder Verdichtung desselben von 
den Centrif ügalkräften geleisteten endlichen Arbeiten bestimmen. Indem 
wir die beiden Möglichkeiten einer Ausdehnung und einer Verdichtung des 
Molecüls, welche durch positive und negative Werthe der Differentialquo- 
tienten von .4, D, F unterschieden werden, dadurch in der Sprache zu- 
sammenfassen, dass wir eine Verdichtung als eine negative Ausdehnung 
betrachten, nennen wir jene kinetischen Functionen (8): Ausdehnungsspann- 
kräfte eines Molecüls in Bezug auf seine Hauptaxen. Wir bemerken noch, 
dass sie kein Analogon finden unter den partiellen lebendigen Kräften. 

An zweiter Stelle finden wir die Grössen 

(9) kl (l'—B ) = kl2'm (ßJ—pS ) , »' (i-D = >h2m ( oJ- P S) , hk (B-A) = hk2m (pf-pj) 

deren Umformung nach den Definitionen (§ 21 ; 23b u. § 14; 40) vollzogen 
ist. Es ist wesentlich, diese kinetischen Functionen als Determinanten zu 
betrachten, welche aus den Rotationsgeschwindigkeiten eines Molecüls und 
aus seinen Rotationsgrössen (§14; 43) gebildet sind. Und diese Form folgt 
auch nothwendig aus dem durch synthetische Betrachtungen von Poinsot 
erkannten Theorem: dass die durch die selbeigne Rotation eines Atomen- 
systems entwickelten (beschleunigenden) Centrifugalkräftepaare zugleich auf 
der Richtung der » augenblicklichen Rotationsaxe « und auf derjenigen des 
» ursprünglichen Drehungs - Antriebes* senkrecht stehen. Gemäss unserer 
Terminologie nennen wir sie hier: die Spannkräfte der Rotation eines 
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Molecüls um seine einzelnen Hauptarm , eine bestimmte Grösse (9) auch 
wohl: die auf die u-Axe fv-Axe, w-Axe) bezügliche centrifugale Energie 
der Rotation des Molecü/s. Diese partiellen Spannkräfte (9) correspondiren 
insofern mit der Grösse P (§ 18; 14), als jene, nunmehr die lebendige Kraft 
der Rotation eines Molecüls repräsentirend, sich als die halbe Summe der 
Products der Rotationsgeschwindigkeiten des Molecüls in seine Rotations- 
grössen darstellt, diese aber, wie erwähnt, als die drei aus diesen zwei 
Gruppen von je drei Elementen darstellbaren Determinanten erscheinen. 

Auf ein Monadensystem bezogen, gehen die Grössen (9) im Falle der 
Erstarrung und Stetigkeit desselben über in die durch die selbeigene Ro. 
tation eines chemischen Atomes um seine Hauptträgheitsuxen entwickelten 
Centrif ugalkräftepaare 

kl (C — B) Ui (A - C) hk (B - A) (!0) 

welche, von diesen in jedem Atome unbeweglichen Axen auf die augenblick- 
lichen Hauptuxen des Molecüls projicirt, als Summanden auftreten in den 
an dritter Stelle in (§25; 101a) eingeführten Summen: 

2{«o.ÄZ(C — B) + «o' .lh(A — C) +a»".Ä&( B— A)} 

2'{/? 0 . » » + ße' • » » +#>". » » } (11) 

2'{?v » » +ro‘. » » +ro"- » * } 

Diese Grössen repräsentiren uns also : die auf die Hauptaxen des Molecüls 
projicirten Spannkräfte der selbständigen Rotation aller seiner einzelnen 
Atome um ihre eignen Hauptaxen. 

Dann folgen in den Ausdrücken (§ 25; 101b u. 112) im Gegensatz zu 
(101a) noch die partiellen Spannkräfte 

(kW — IV') (1U' — hW') (hV — kü') (12) 

welche als Determinanten aus den Rotationsgeschwindigkeiten und den Tor- 
sionsgrössen (§ 14; 38, 39) den Namen: Spannkräfte der intramolecularen 
Torsion verdienen; eine jede dieser Grössen (12) nennen wir einzeln auch: 
die auf u-Axe (v-Axe, tc-Axe) bezügliche centrifugale Energie der intra- 
molecularen Torsion aller Atome eines Molecüls. Diese Spannkräfte corre- 
spondiren ersichtlich mit der Grösse E (§ 18; 11b), welche wir nun die 
lebendige Kraft (oder die tangentiale Energie) der intramolecularen Torsion 
aller Atome eines Moleeüls nennen dürfen. Auch jene ist im Gegensatz 
zu den Determinanten (12) die Summe der Products der Rotationsgeschwin- 
digkeiten in jene Torsionsgrössen. 

Die Determinantenform dieser partiellen Spannkräfte (9, 10, 11, 12), 
welche schon durch die ähnliche Form der Differentialausdrücke (§ 21; 13, 6) 
im Grunde bedingt ist, muss uns grade desshalb als eines ihrer wesentlichen 
Merkmale gelten, weil sie die algebraischen Beziehungen zwischen den ver- 
schiedenen partiellen Spannkräften und lebendigen Kräften eines Molecüls 
verdeutlicht und später auch eine succossive Elimination der verschieden- 
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artigen von äusseren Kräften auf ein Molecül ausgeübten Wirkungen ge- 
statten wird. 

Indem wir so die Zusammensetzung und die mechanische Bedeutung 
der verschiedenen partiellen Spannkräfte eines Molecüls erläutern und dabei 
die Formen, in welchen die innere centrifugale Energie eines Molecüls sich 
äussern kann, entsprechend den einzelnen in § 10 unterschiedenen inneren 
Bewegungsarten besonders betrachten , scheinen wir von einer partiellen 
Spannkraft zu abstrahieren, die als ein Analogon aufträte zu der durch 
die Formel (§ 18; lOo) definirten inneren lebendigen Kraft T y welche der 
Translation der Massenmiitetpuncle aller Atome in Bezug auf den Massen- 
mittel/iunct und die Hauptaxen des Molecü/es zukommt. Schon in § 22. 
nahmen wir davon Abstand , ein solches Analogon zu bildeu , als wir in 
jenem § zum Behufe der partiellen Integration eine Reihe kinetischer Func- 
tionen erster Ordnung zusammcnstellten, welche uns jetzt nach geschehener 
Integration die verschiedenen partiellen Spannkräfte eines Molecüls in Bezug 
auf seine Hauptaxen geliefert haben. Und dennoch giebt es drei kinetische 
Functionen, deren erste diese ist: 


(13) 


(13a) 


, dw dv. , dv , dw. 
v (v dT~ w dt )(v dt +w dt~ } 
m V 5 + w 2 ’ 

welche wir mit vollem Recht als die den drei Hauptaxen zugehörigen und 
der partiellen lebendigen Kraft T (§18; 10a) in ihrer Zusammensetzung 
genau entsprechenden partiellen Spannkräfte der inneren zu dem Massen- 
mittelpuncte und den Haugtaxen des Molceiils relativen Translation aller 
einzelnen Atommassenmitte/punete betrachten dürfen , und dies mit um so 
grösserer Berechtigung, als sie die (offenbar unumgänglichen) partiellen 
Spannkräfte (8) dadurch ergänzen würden, dass sie nicht allein durch die 
nach (§14; 40) moditicirten — Factoren 

d/> u . 

dt 

die Ausdehnung des Molecüls in Rechnung ziehen, sondern auch zugleich 
vermöge der — ganz ähnlich umgewandelten — Factoren 


dv , dw 

v i r + w ^r 


= />«- 


(13b) 


dw 
V dt 


dv 

~ di =p ° 


u> o 


die Abweichungen der einzelnen Atome von ihren gemeinschaftlichen Rota- 
tionsgeschwindigkeiten h, k, 1, also die verschiedenen (§ 10 a. E. erörterten) 
Torsionsgeschwindigkeiten w 0 ', tu,', <o w ‘ , der einzelnen Atome desselben 
Molecüls in der Rechnung erfassen lassen. Dann würden in der That die 
kinetischen Ausdrücke (13) in der Form 

(13c) 2m-<V-( y J+w*V) 

den partiellen Spannkräften (8) mit Rücksicht auf (§ 21 ; 26 a) volkommen 
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analog sein. Aber mit solchen kinetischen Functionen (13,0) würden wir 
zugleich auch irrationale und gebrochene Ausdrücke in unsere Span- 
nungsgleichungen bekommen. Und dies ist der eine Umstand, der uns von 
ihrer Einführung damals Abstand nehmen liess; dazu kommt der andere, 
dass ihre Herbeiziehung einem gewissen, uns wohl bewussten, geometrischen 
Princip der Integration der Grundgleichungen (§ 20; 5) nicht zu entsprechen 
scheint. Wir begnügen uns desshalb für jetzt mit jenen früheren kinetischen 
Functionen, die so natürlich ungezwungen, wenn auch verhüllt, in unserer 
Rechnung sich von Anfang an bewegten, dass ihre Aufnahme in die Spann- 
kraftsintegrale durchaus unbedenklich war. Wir kommen später auf diese 
noch tief geheimnissvollen molecular- mechanischen Beziehungen zurück. 

W r ir können die drei Summen der auf dieselbe Molecül - Hauptaxe 
sich beziehenden, von der wirklichen Bewegung herrührenden par- 
tiellen Spannkräfte (8,9,11,12) nach dem Muster des in der heutigen 
mechanischen W r ärmetheorie herrschenden Sprachgebrauchs die wirkliche, 

(oder actuellle) totale innere Spannkraft (oder centrifugale 
Energie) eines Molecüls nennen, wenn wir nur dabei nicht vergessen, 
dass der Begriff der centrifugalen Energie denjenigen einer Richtung oder 
Axe ausdrücklich fordert, in Bezug auf welche sie wirksam ist, und dass 
die Torsions-Spannkräfte (12) je nach der besonderen Modification des sta- 
tionären intramolecularen Bewegungszustandes mit besonderen numerischen 

Coefficienten (0, 1, behaftet werden müssen. 

Wir erläutern nun das Wesen der dynamischen f'unctionen auf den 
linken Seiten (§ 25; 101 a, b u. 112) unserer Spannkraftsintegrale (3a, bu. 5). 

Eine eigenthümliche mechanische Bedeutung gewinnen hier die Kräftepaare 

A = 2' (vZ — w//) ,t/= 2’(wE— u2) A’= 2’(u//— v£) (14) 

welche, je nachdem sie negative oder positive Werthe haben, das ganze 
Molt eiil um seine besonderen Ilauptaxen in dem einen odtr dem anderen Sinne 
mit Beschleunigung zu drehen streben ; ebenso die gleichartigen Grössen 

£ = £ (« 0 L + a 0 'M + a 0 ‘'N) OK = 2'(ß 0 L +/9 0 'M +/? 0 "N) X = 2’(roL + ro‘M+ro"N) (15) 

d. h. die Summen aller Drehungsmornente, welche die einzelnen Atome des 
Molecüls mit positiver oder negativer Beschleunigung um Axen zu drehen 
streben, die , den jedesmaligen Ilauptaxen des Molecüles parallel , durch die 
Massenmittelpuncte der Atome gehen. 

Da sich in der ersten Gruppe (14) die angedeutete Summation über 
alle Atome eines Molecüls und zwar auf Kräfte erstreckt, die — weil die 
anziehende (oder abstossende) Wirkung eines Atomes auf ein anderes des- 
selben Molecüles und die Gegenwirkung des letzteren Atomes auf das erstere 
beide in der Richtung der Verbindungslinie der Massenmittelpuncte der 
Atome erfolgen und einander entgegengesetzt gleich sein müssen — paar- 
weise mit demselben absoluten Werthe, aber dem entgegengesetzten Vor- 


Digitized by Google 



90 


Zeichen jederzeit auftreten: so können diese dynamischen Functionen nur 
solche in den Richtungen der augenblicklichen Hauptträgheitsaxen des Mo- 
lectils geschätzte Kräfte E. //, '/, enthalten, welche von den Atomen anderer 
in der Umgebung des betrachteten befindlicher Molecüle herrühren, und 
müssen durchaus alle diejenigen Kräfte der Wechselwirkung 
je zweier Atome eines und desselben Molecüls entbehren, wel- 
che die Massenmittelpnncte der Atome gegenseitig zu verschieben streben. 

Anders ist es mit den Kräftepaaren (15); denn wir können nicht sagen, 
dass auch die von je zwei Atomen als starren Monadensystemen auf einan- 
der ausgeübten Kräftepaare einander unter allen Umständen entgegengesetzt 
gleich seien. Und aus solchen, für jedes Atomen-Paar, — dessen eines 
Atom immer dem betrachteten Molecüle angehören muss, wogegen das 
zweite theils diesem, theils anderen Molccülen eingesetzt sein kann, — 
berechenbaren Drehungsmomenten entstehen durch Summation, indem man 
das zweite Atom jenes Paares innerhalb desselben Molecüls mit Ueber- 
springung jenes ersten und innerhalb der Umgebung beliebig variiren lässt, 
die in (15) durch L, M, N bezeichneten Kräftepaare, die jenes erste Atom 
um seine eignen Hauptaxen in dem einen oder anderen Sinne zu drehen 
streben. Dann erst, wenn das System dieser drei für jedes Atom des 
Molecüls bestehenden Drehungsmomente durch ein anderes, ihm in der 
resultirenden Wirkung gleichwerthiges ersetzt ist, indem man die in je eine 
der drei Molecül-Hauptaxen fallenden Projectionen der letzten Kräftepaare 
addirt, entstehen durch Summation dieser neuen, ein Atom angreifenden Dre- 
hungsmomente über alle Atome des Molecüls die Kräftepaare £, Otl, 3t (14), 
von denen man also, nach dieser Auseinandersetzung über ihre Entstehung 
durchaus nicht behaupten darf, dass in ihnen die auf eine Drehung um ihre 
eigenen Massenmittelpuncte hinarbeiteiiden Wechselwirkungen aller Atome 
eines und desselben Molecüls sich in ihrer Gesammtheit grade aufgehoben 
haben müssten. 

Daraus folgt also, dass im Allgemeinen die dynamischen Functionen 

(16) (/! + £) (.V + OIL) (,'V + X) 

sowohl innere als ä ussere Kräfte für ein bestimmtes Molecül enthalten; 
jene können sich aber nur in der Beschleunigung der leibeigenen Rotation 
der Atome um ihre Massenmittelpuncte äussern, diese Sowohl in der Be- 
schleunigung der ebengedachten Beicegung , als auch in den beschleunigten 
Verschiebungen der Atommassenmittelpuncte parallel zu den Hauptaxen des 
Molecüls. 

Aber auch dieser Gegenstand verlangt, dass wir in die schon am 
Ende des 4. Cap. angeregte Frage nach der Beschaffenheit aller ztcischen 
den Atomen von Moleciilen wirkenden Kräfte grössere Klarheit bringen, was 
wir im nächsten Capitel versuchen wollen. 

Nun haben aber diese dynamischen Functionen (16) vermöge unserer 
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Spannkraftsintegrale (3a, b u. 5) offenbar die morhanisebe Bedeutung, dass 
sie die endliche Centrif ugalkräfte - Arbeit messen, welche verrichtet wird, 
indem die Atome eines Moleciils aus einer gewissen (zu dem anfänglichen 
Massenmittelpum te und den anfänglichen Hauptträghcitsaxen desselben re- 
lativen) Lage und aus einem gewissen (m derselben Weise relativen ) Be- 
wegungszustande in eine andere (zu dem derzeitigen Massenmittelpuncte und 
den derzeitigen Hauptaxen relative) Lage und in einem anderen (ebenso 
relativen ) Bewegungszustand durch die Einwirkung von lediglich äusseren 
Kräften und zugleich von inneren und äusseren Kräftepaaren übergeführt 
werden. Haben nun in dieser zweiten Lage des Moleciils dessen Hauptaxen 
die früheren Richtungen im absoluten Raume wieder eingenommen: so ist, 
tcohin auch im Raume das Molecül mit seiner ganzen Masse durch (tangen- 
tiale) beteegende Kräfte inzwischen getragen worden sein möge , die zur 
periodischen Veränderung seiner inneren Constitution und seines inneren 
stationären Bewegungszustandes nöthig gewordene centrifugale Gesammt- 
Arbeit ausschlieslich bestimmt durch die Lagen, welche die Atome des Mo- 
lecüls in Bezug auf ihren Massenmiltelpunct und in Bezug auf die wirkenden 
Atome anderer, in der Umgebung befindlicher Molecüle einnehmen, dagegen 
unabhängig von den Curven , auf welchen die Atommassenmittelpuncte aus 
ihrer ersten Lage in ihre zweite übergingen, ebenso unabhängig von der 
Natur der gradlinigen Oberflächen, welche die Hauptaxen sowohl der ein- 
zelnen Atome als auch diejenigen des ganzen Molecüls bei diesem Uebergang 
beschrieben und endlich auch unabhängig von den Veränderungen, welchen 
ihr Bewetptngszustand jeder Art auf diesen Bahnen erfahren hat. 

Demnach besteht eine unleugbare Analogie in der mechanischen Be- 
deutung zwischen den Drehungsmomenten (16) in unseren Spannkraftsinte- 
gralen und der Potentialfunction in dem Theorem der Erhaltung der leben- 
digen Kraft, wie es durch die modernen Betrachtungen mehr der Physiker, 
als der Geometer zu dem xaf eyi'/f v so genauuten » Prinzip der Erhaltung 
der mechanischen Energie « gestaltet worden ist. Analytisch lässt sich diese 
Analogie auch dahin definiren, dass, wenn die Potentialfunction, wie ge- 
wöhnlich, eine homogene Function der Coordinaten eines Systemes ist, sie 
sich auch vermöge der Grundeigenschaft homogener Functionen als ein 
gewisses Vielfaches der Summe der Produkte ihrer einzelnen Variablen in 
die nach diesen selbst resp. genommenen partiellen Dericirten darstellen 
lässt. D. h. man kann, wie bekannt, die Gleichung aufstellen: 


V . dB , 

^ = P> (u-^+v 


dü , dB, 
dv " dw^ 


(17) 


worin p die (natürlich negative) Ordnungszahl der Homogeneltät der Po- 
tentialfunction B bedeutet und u, v, w als Coordinaten der Massenpuncte 
des Systemes die einzigen Variablen jener dynamischen Function sind. Sind 
aber, wie gewöhnlich, die einzelnen Kräfte £, //, Z in den Kräftepaaren (14) 
die (negativen) Derivirten jener selben Potentialfunction, die in unserem 
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Falle nach den zum Massenmittelpunrte und den Hauptaxen des Moleeüls 
relativen Coordinaten u, v, w genommen werden müssen , so können jene 
Drehungsmomente (14) in Summen dreier Arten ron Determinanten ver- 
wandelt werden, die sich aus diesen Coordinaten u, v, w und den partiellen 
Derivirten ron Q in erschöpfender Combinatorik bilden lassen ; man hat dann 


(18)_/f = 2’(v^- - V=2’(w 


(W 

du 


d -\ V / dfi 

u 3 —) — ■ A = 2 (u -j— - 
dw v dw 


dä, 

v dn> 


So überzeugt man sich durch Erwägung ihrer mechanischen Bedeutung 
wie ihrer analytischen Zusammensetzung, dass die Potentialfunction resp. 
ihr algebraisches Gegen theil, die Potentialenergie und die drei Drehungs- 
momente (14) resp. ihre algebraischen Gegentheile (18) wesensgleich 
oder homogen sind; aus diesem Grunde will ich den den letzteren — durch 
Hinzufügung der vollkommen gleichartigen, aber negativ zu nehmenden 
dynamischen Functionen (15) verallgemeinerten — Ausdrücken 
(19) — (/< + £) — (4/ + 3K.) • — (.V + X) 

die Namen: Drehungspotentiale in Bezug auf die Hauptaxen 
eines chemischen Moleeüls geben. Sonst müssten wir im Gegensatz 
zu der sacluellen ( oder wirklichen) centrif ugalen Energie eines Moleeüls in 
Bezug auf eine Hauptaxe* die Ausdrücke (19) einzeln als: die potentielle 
centrifugale Energie des Moleeüls um eine bestimmte Hauptaxe« bezeichnen. 

Doch will ich die Entscheidung über diese durch unsre neuen Theoreme 
angeregte Bereicherung der Terminologie der Molecularmechanik den Ver- 
tretern der modernen Physik und Chemie um so lieber überlassen, als ich 
den Vorwurf ungern auf mich laden möchte, durch die Häufung neuer Namen 
die Terminologie der Chemie - Physik grade zu einer Zeit etwas verwirrt 
zu haben, wo beide Wissenschaften in dem Ringen nach einheitlichen Grund- 
anschauungen nicht nur der Klarheit ihrer Hauptbegriffe, sondern auch der 
allgemeinsten, ja ich könnte sagen, der internationalen Uebereinkunft über 
deren Benennung mehr als je benöthigt sind. 

Wir bringen unsere Betrachtungen über das Verhalten und die mecha- 
nische Bedeutung der verschiedenen partiellen Spannkräfte eines chemischen 
Moleeüls für jetzt dadurch zu einem gewissen Abschluss, dass wir diejenigen 
besonderen Umstände erörtern, unter welchen sie einzeln verschwinden. 

Eine bestimmte der Spannkräfte (9), z. B. die »centrifugale Energie 
der Dilatation in Bezug auf die u-Axe« wird = 0, entweder sobald die Ab- 
stände der Massen mittelpuncte aller Atome von dieser Axe unveränderlich 
werden, d. h. so lange sich jeder dieser Piincte auf der Mantelfläche eines 
Kreis-Cylinders bewegt, welcher jene Molecül-Hauptaxe zu seiner einzig un- 
willkürlichen geometrischen Hauptaxe hat, oder auch, sobald einige der 
Atommassenmittelpuncte aus gewissen Abständen sich jener Axe mit gewissen 
Geschwindigkeiten nähern, andere dagegen ihre Abstände von derselben Axe 
mit solchen Geschwindigkeiten vergrösseru, dass für die Gesammtheit der 
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Atome eines Molecüls die von der Ausdehnung herrührenden positiven und 
die vou der V erdichtung herrührenden negativen Terme in dem Ausdrucke 
dieser partiellen Spannkraft sich gegenseitig grade zerstören. Dann wird 
also das Molecül, als Ganzes der Umgebung gegenüber tretend, in Bezug 
auf diese eine Axe weder verdichtet, noch ausgedehnt erscheinen. 

Die Rotations- Spannkräfte (10) werden, weil sie Determinanten sind, 
dann verschwinden, wenn die Rotationsgeschwindigkeiten und die Rotations- 
grössen des Molecüls der (nach einem bekannten Satze der algebraischen 
Analysis abgeleiteten) Gleichheit genügen: 

^ _ ök = n = vVw + /W + Hl' 

h k 1 ,h a + k 2 + 1 1 


( 20 ) 


Aber diese ist für jeden Werth und jede Richtung der resultirenden Rota- 
tionsgeschwindigheit 8 immer erfüllt, wenn die Hauptträgheitsmomente A,H,r 
zur selben Zeit alle drei denselben Werth haben, wie sich dieser von einem 
Zeitpunct zum nächsten auch äudern möge. 

Dieselbe Bedingung lässt sich geometrisch einkleiden, indem wir uns 
die » resultirende Rotutionsgrösse tU des Molecüls d. h. 

H = VAHd + IPV? + m 2 (21) 

durch eine bestimmte Strecke einer Graden dargestellt denken, die, durch 
den Massenmittelpunct des Molecüls gehend, mit dessen Hauptaxen Winkel 
macht von den Cosinus: 

cos (ff,u) = ^ cos (/y,v) = cos (//,w) = 

Neunen wir diese Grade die Axe von //, so können wir sagen: Die Ro- 
tations-Spannkräfte werden = 0, sobald die augenblickliche Drehungsaxe 
mit der Axe der resultirenden Rotationsgrösse zusammen fällt. Ist nun 
die Bedingung A = B=r erfüllt, so gleicht das Molecül einer homogenen 
tönenden Kugel, deren Theilchen sich so bewegen, dass die auf einer con- 
centrischen Kugelfläche gelegenen Molecüle sich sämmtlich mit derselben 
Geschwindigkeit dem Mittelpuncte der Kugel nähern oder von ihm entfernen. 

Die Spannkräfte (11) der selbcigenen Rotation der Atome lassen sich dar- 
stellen als die Summen von Determinanten dritten Grades: 



«0 , 

“o' 1 

< 


ßo , 

ßo' 

ßo" 

Iro , 

rd , r#" 1 

2’ 

h , 

k , 

l 

2 

h , 

k 

l 

2 Ä , 

k , f 


A h , 

Bi , 

CI 


Ai , 

Bk , 

CI 

| AA , 

Bi , Cf 


Man erkennt sofort, dass, wenn die constanten Hauptträgheitsmomente 
A,B, C, jedes Atomes untereinander gleich sind, diese drei Spannkräfte 
sämmtlich =0 werden. 

Ferner verschwindet die erste dieser Summen, wenn die Gleichheit 
besteht: 


Ah 

Bi 

_ Cf 

«0 

~ a* 

_ «o" 


= t'AW + B 2 i J + C 2 P 


E 


(23) 
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d. h. iceuu die (ähnlich construirtc) Axt der resultiert) den Rotationsgrösse 
K jedes einzelnen - Atome» der u-Axe des Molecüls parallel ist. 

Dieselbe Summe verschwindet aber auch, wenn die Gleichheit gilt: 

(24) A = A A Kte + jp + p = ,V 

«o a 0 «0 


d. b. trenn die Axe dtr resultirenden Rotationsgeschwindigkeit d jedes be- 
sonderen Atome» der u-Axe des Molecüls parallel bleibt. 

Die Spannkräfte (12) der intramolecularen Torsion werden sämmtlich 
= 0, wenn in Folge des Bestehens der Gleichheiten 


(25) 


IF _ V' _ W| _ v'U'2 -p v-J + W 2 
h _ k _ 1 j/h*'+PTP 


diejenige Transversale des Massenmittelpunctes eines Molecüls, in Bezug 
auf welche dasselbe die Torsionsgrüsse 

(26) r= l'U' 2 + V^-FVF* 

besitzt d. h. wenn *die Axe der resultirenden Torsionsgrösset mit seiner 
augenblicklichen Drehungsaxe zusammenfällt. 

Die Drehungsmomente (13) verschwinden sämmtlich, sobald man hat: 

__ _£» + l/t . 1 + Zd 

(27) u - v - w - Fu 2 Tv 2 + w 2 

wobei wir unter E % . //„ Z % nur solche Kräfte zu verstehen haben, welche 
von den Atomen auderer Molecüle herrühren. Aber diese Gleichheit fordert, 
dass die den Massenmittelpunct eines Atomes angreifende resultirende 
äussere Kraft stets in die Richtung fällt, welche die Verbindungslinie dieses 
Punctes mit dem augenblicklichen Molecäl-Massenmittelpuncte hat. 

Bezüglich der Drehungsmomente (15) lässt sich, weil wir die Natur 
der ein einzelnes Atom des Molecüls angreifenden Kräftepaare L, M, N 
noch nicht erläutert haben, keine bestimmte Eigcnscbalt derselben von vorn- 
herein angeben, welche jene Summen annullirte. 

Hoch interessant ist cs dagegen, die Bedeutung der Integrationscon- 
stanten in unseren drei Formen der Spnnnkraftsintegrale zu erwägen. Wir 
denken uns nämlich, im Falle der stationä re innere Bewegungszustand des 
Molecüls durch die erste Art (3a) der Spannkraftsintegrale characterisirt 
• ist, die Constanten C, C', C", welche unveränderliche mechanische Arbeits- 
grössen repräsentiren, geometrisch durch gewisse von dem augenblicklichen 
Massenmittelpuncte des Molecüls ausgehende, jedoch den festen Axen pa- 
rallele Strecken dargestellt, indem die Einheit der mechanischen Arbeit 
durch die Längeneinheit repräsentirt sein möge, wir denken uns ferner den 
Grössenwerth der positiv genommenen Quadratwurzel 

(28) C = 1 C 2 + C ,J + C" f 

dargestellt als eine bestimmte Strecke einer anderen Masseuinittelpuncts- 
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transversale, die mit den festen Axen Winkel machen möge, deren Cosinus 
durch die Verhältnisse C:C, C':C, C":C mit Rücksicht auf ihre Vorzeichen (28a) 
gegeben sind. Dann können wir, indem wir die von dieser Transversale 
mit den augenblicklichen Hauptaxen des Molecüls gebildeten Winkel unter 
den Symbolen: (C,u), (C,v), (C,w) verstehen, die rechten Seiten von (3a) 
so umformen, dass wir schreiben: 

G 0 = C . cos (C,u) G. = C . cos (C,v) G. = C . cos (C,w) (29) 

Aus dieser Darstellung geht aber klar hervor, dass die Constante C (28) das 
Maximum des Werthes ist, welchen die linkerseits stehende Summe aus 
der totalen wirklichen und der potentiellen centi ifugalen Energie in Bezug 
auf eine gewisse Axe überhaupt annchmen kann. Dieses Spannkraftsmaximum 
tritt für eine der augenblicklichen Hauptträgheitsaxen des Molecüls zu der 
Zeit ein, wo sie in jede Grade hineinfällt; dann aber wird nothwendig die 
Summe der wirklichen und der potentiellen Spannkräfte für die beiden an- 
deren Hauptträgheitsaxen = 0 werden. Dasselbe gilt dann auch für jede in 
der Ebene der letzten beiden Axen gelegene Massenmittelpunctstransversale. 

Wir nennen desshalb jene Grade die Hauptspannkraftsaxe des Mo- 
lecüls und sagen: 

Es gehört zum Wesen eines chemischen Moleciils, nicht nur, das es II 
eine durch seinen Massenmitlelpunct gehende Grade giebt, in Bezug auf 
welche seine centrifugale Energie ein Maximum ist, sondern auch, dass 
diese Grade , die Hauptspannkraftsaxe des Molecüls , so lange als dieses Zu- 
sammenhalt eine unveränderliche Richtung im absoluten Raume bewahrt , wo. 
hin es auch mit seiner ganzen Masse getragen werde und wie auch immer seine 
periodischen Bewegungen geartit sein mögen ; und ferner : Die. Lage der inne- 
ren Hauptspannkraftsaxe befestigt sich bei der Entstehung des Molecüls. 

Zur Entkräftung eines möglichen Einwurfes , der die Verwirklichung 
dieser wesentlichen Consequenz unserer Spannkraftsintegrale bei Aggregaten 
von Molecülen in Zweifel ziehen möchte, bemerken wir für jetzt, dass die- 
selbe nur für die Zeit des Bestehens eines Molecüles uns selber giltig er- 
scheinen will, wo dasselbe, wenn auch durch äussere Kräfte jederzeit beein- 
flusst, noch nicht gezwungen ist, die der Willkühr einer Menschenhand un- 
terworfenen Bewegungen sinnlich wahrnehmbarer Körper tnitzumachen. 

In ihrer neuen Form (29) sagen die Spannkraftsintegrale (3a) aus: III» 
dass die centrifugale Energie des Molecüls in Bezug auf jede seiner Haupt- 
axen erhalten wird , indem man das ihm immanente Spannkraftsmaximum 
mit dem Cosinus des Winkels multiplicirt , welchen jene Hauptaxe mit der 
Hauptspannkraftsaxe bildet. 

Die zu der Hauptspannkraftsaxe normale, den Massenmittelpunct des 
Molecüls enthaltende Ebene nennen wir aus gleichem Grunde die Haupt- 
spannkrafts-Ebene des Molecüls; sie ist in der That diejenige Ebene, 
in Bezug auf welche die Projeclionen der Centrif ugalkräfte aller äussersten 
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stofflichen Bestandtheile des Moleciils (und ihre Gegenwirkungen) sich längs 
ihrer tu derselben parallelen Bahnen zum grössten endlichen Arbeite- Wert he 
anhäufen. 

Dieselben Schlüsse gelten, wenn der stationäre Bewegungszustand des 
MolecUls durch die zweite Art (3b) der Spannkral tsintegrale characterisirt 
ist Wir denken in diesem Falle das Spannkraftsmaximum 

(30) K = V'A 2 + A‘* + A" 1 

als eine bestimmte Strecke auf einer Graden aufgetragen, die durch den 
Massenmittelpunct des Molecüls geht und mit den festen Axen Winkel 
(3Öa) bildet, deren Cosinus durch die Verhältnisse K: K, K'\ K, A ": K gegeben 
sind. Daun haben wir, die Neigungswinkel dieser Ilauptspannkraftsaxe 
gegen die Molecül-Hauptaxen durch die Üblichen Symbole bezeichnend, für 
die Spannkräfte der zweiten Modification die Gleichungen: 

( 31 ) X„ = K.cos (K,u) X» = K . cos (K,v) X» = K . cos (K,w) 

Ebenso schreiben wir, wenn die dritte Art (5) der Spannkraftsintegrale 
gilt mittelst des in diesem Falle bestehenden Spannkraftsmaximum 

(32) 6 = V&TwTW* 

welches auf einer Massenmittelpuncts- Transversalen als der Hauptspann- 
kruftsaxe unter Winkeln von den Cosinus 6: ©, ß': ©, 6": CS als bestimmte 
Strecke abzutragen ist, die neuen Integrale in der Form 

(33) = <S . cos (®,u) = © . cos (©,v) J? w = © .cos (®,w) 

Folglich besteht im Allgemeinen ein unterscheidendes Merkmal der 
drei Modificationen eines Molecüls darin , dass für dieselben die Spann- 
kraftsmaxima verschieden sind. Damit also ein Molecül aus einer Modi- 
fication in eine andere übergehe, scheint es nöthig zu sein, dass durch über- 
mächtige äussere Einflüsse ihm ein anderes Spannkraftsmax im um und seiner 
Hauptspannkraftsaxe eine andere Richtung gegeben werde. 

Wir können uns um so weniger versagen, schon jetzt auf die Analogie 
dieses molecular-mechanischcn Gesetzes, — dass es für jedes Molecül eine 
Hauptspaunkraftsebene geben müsse, — mit dem tp/an invariables von 
Laplace aufmerksam zu machen, als in der That die Voraussicht, dass ein 
chemisches Molecül, grade weil wir dasselbe jederzeit äusseren Kraftwir- 
kungen der allgemeinsten Art uns nusgesetzt dachten, keine unveränderliche 
Ebene im Sinne von Laplace haben könne, uns, die wir die einfache Grösse 
des Laplaceschen Gedankens niemals unterschätzten, zwingen musste, das- 
jenige Analogon zu «der unveränderlichen Ebene der Momente 
der Bewegungsgrössen im Weltsysteme« aufzusuchen, welches wir in 
unserer mechanischen Theorie der Beharrlichkeit chemischer Molecüle an 
deren Stelle setzen könnten. So kam’s , dass wir seit jener Zeit, wo wir 
für ein Molecül, wenn nicht ganz besondere Umstände durch die Giltigkeit 
der Relationen (27) eintreten sollten, die »Flächensätze« als allgemeine 
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Integralgleichungen der Molecularnieclianik verwerfen mussten, den Begriff 
und das Dasein der Hauptebene der inneren Spannkräfte eines Moleeills 
erfassten und behaupteten. 

La-place hat’s unternommen, die gewaltsamen Revolutionen im 
Weltsystem aus sprunghaften Veränderungen in der Neigung der un- 
veränderlichen Ebene desselben zu erschlicsscn. Für jedes Molecül kann 
man behaupten, dass solche sprunghafte Veränderungen der absoluten 
Lage seiner » Hauptspannkraftsebene« bei jedem Stosse geschehen müssen; 
stetige Veränderungen der Lage dieser Ebene erfolgen jedoch bei einem 
Molecül auf unserer Erde schon desshalb immer, weil es au deren Be- 
wegung im Raume Theil zu nehmen genöthigt ist. 

So überzeugen wir uns davon, dass das Dasein einer Hauptspann- 
kraftsebene im Molecül nur dann für unsere Erfahrung und unsere Vor- 
stellungen über die innere Zusammensetzung sinnlich wahrnehmbarer Körper 
Werth gewinnen kann, wenn wir, sobald die Anordnung von vielen Mole- 
cülen zu festen oder flüssigen Aggregaten sich vollzieht., die Neigungen 
ihrer Hauptspannkraftsebenen unter einander in’s Auge fassen. 

Wichtiger ist es gegenwärtig, zu erwägen, dass die Ilauptspannkrafts- 
Ebene eines Molecüls dasselbe in zwei Scheiben oder in zwei Hemisphären 
thcilt, deren relativer Bewegungszustand von grossem Interesse 
nicht nur für die gegenseitige Anordnung der das Molecül zusammensetzen- 
den Atome, sondern mehr noch für die Wirkung sein muss, welche das 
Molecül als ein geschlossenes Ganzes nach Aussen ausübt. Da nämlich 
die Hanptspannkraftsebene den Massenmittelpunkt des Molecüles stets ent- 
hält, müssen zunächst die auf ihrer einen Seite befindlichen, in deren 
eigenen Massenmittelpunkten cöncentrirt zu denkenden Atome zur Summe 
ihrer statischen Momente eine Grösse haben, die, wie sic sich auch 
immer in der Zeit verändern möge, jederzeit denselben absoluten Werth, 
aber das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt, wie die Summe der stati- 
schen Momente der auf der anderen Seite jener Hauptebene verweilenden 
Atome. Ferner geht auch die Ilauptspannkrafts- Axe immer durch den 
Massenmittelpunct des Molecüles und kann in gewissen Zeitpuncten mit 
einer der augenblicklichen Hauptträgheitsaxen zusammenfallen. Aber die 
Grundeigenschaft dieser Axen , von der wir oft schon einen zu Reductionen 
sehr nützlichen Gebrauch machten, besteht bekanntlich darin, dass für sie 
die Relationen 

2’mvw = 0 2'mwu = 0 2'inuv — 0 (34) 

stets erfüllt sind. Wenn man jedoch — z. B. in der ersten dieser Glei- 
chungen — die intramolecularen Coordinaten u, v, w durch I’olarcoordinatcn 

v == />„ cos to a w = />„ sin ft>„ (35) 

ersetzt, so muss für die u-Axe des Molecüls zu jeder Zeit 

l'mpa 1 cos <•«„ sin<w n = 2m pj sin 2<u„ = 0 (36) 

Walter, Untersuchungen Uber Molecularmechanik, 7 
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sein. Es müssen also in der auf das ganze Molecül erstreckten Summe 

2m pj sin 2e« u 

immer Terme existiren , in denen die auf gewisse Atome gehenden Factoren 
sin 2f« n negative Werthe haben. Betrachten wir jedoch, um die Vor- 
stellung zu erleichtern, das Molecül als eine flache cylindrische Scheibe 
oder vielmehr, weil es durch seine Hauptspannkraftsebene immer in zwei 
Theile zerlegt wird, als eine Doppelscheibe, eine Annahme, die unter 
später zu erörternden Umständen sich in der That verwirklicht! Dann 
aber dürfen wir auch annehmen, dass die u-Axe, d. h. die Axe des ersten 
und grössten Hauptträgheitsmomentes A durch die Axo der cylindrischen 
Doppelscheibe dargestellt wird, und dürfen ferner behaupten, dass geringe 
Veränderungen der Neigung der vw-Ebcne des Molecüls gegen dessen 
Hauptspannkraftsebene zwar möglich, aber unwesentlich für die Betrach- 
tung sind. Da nun die Gleichung (36) immer erfüllt sein kann und muss, 
so dass auch 

2m/>„ d/>t, sin 2w a + 2m/> u 2 cos 2 w a doi„ = 0 

st, so stehen die Veränderungen der Abstände />„ der Atommassenmittelpuncte 
von der u-Axe des Molecüls und die Veränderungen der Torsionswinkel <«„, 
welche diese einzelnen beweglichen Abstände p a mit zwei durch die Configu- 
ration aller Atome bestimmten Hauptträgheitsaxen machen, in einem sol- 
chen Zusammenhänge unter einander, dass die beiden Scheiben, in 
welche das Molecül sich zerlegt, stets in entgegengesetztem Sinne 
um die u-Axe, welche wir in diesem Falle auch als die Hauptspannkrafts- 
Axe betrachten dürfen, tordirt werden müssen. Man kann sogar ganz 
allgemein behaupten, dass es, wenn die drei Gleichungen (34) gelten, für 
jeden Zeitpunct und für jede Massenmittelpunktstransversale eine gewisse 
Anzahl von Atomen innerhalb des Molecüls geben müsse, die in dem grade 
entgegengesetzten Sinne, wie die übrigen, tordirt werden. Denn es muss 
für jeden zunächst sich vergrössernden Factor sin 2 <o, auf welche der 
drei Hauptträgheitsaxen er sich dann auch beziehen möge, immer einen 
anderen sich verkleinernden geben, so zwar, dass deren Producte in 
die entsprechenden Grössen m p 2 sich gegenseitig zertören. Indem wir 
jetzt die obige besondere Vorstellung von dem Molecül als einer Doppel- 
scheibe zu Grunde legen, können wir sagen: 

Wenn ein chemisches Mnleeiil sich in Folge seiner Rotation zu einer 
(cylindrischen) Doppelscheibe verflacht , die durch seine Hauptspannkraf ts- 
ebene in zwei ebenfalls scheibenförmige Bestandtheile getrennt wird , so 
müssen die Atome der einen Scheibe immer in positiver , diejenigen 
der anderen in negativer Torsion begriffen sein; oder , wenn auf der 
einen Seite der ITauptspannkraftsebene die Torsion der Atome augenblicklich 
rechtsum in Bezug auf die Llauptspannkraftsaxe erfolgen, müssen sic 
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auf der anderen Seite jener Ebene zur selben Zeit links um in Bezug 
auf denselben Richtung s sinn jener Axe erfolgen. Die intramolecularen Tor- 
sionen der beiden Molecül - Hauptbestandthei/e erfolgen also in Bezug auf 
den jederseits nach aussen gerichteten Theil der Hauptspannkrafts- 
axe in gleichem Sinne , dagegen, wenn man sie absolut im Raume 
betrachtet, in entgegengesetztem Sinne. 

Es muss jedoch , wenn auf solche Weise die beiden Ilalbscheiben des 
Molecüls von einem Zeitpunkt zum nächsten immer stärker gegeneinander 
verdreht oder tordirt werden, ein Zcitpunct cintreten, wo, wenn die beiden 
Molecülbestandtheile nicht von einander förmlich losgeschraubt werden sollen, 
die intramoleculare Torsion ein Maximum erreichen muss; ist dies ge- 
schehen, so wird von diesem Zeitpunkt an jede der beiden Scheiben, nach- 
dem sie einen Augenblick gegen die andere in relativer Ruhe blieb, in 
dem entgegengesetzten Sinne, wie sie unmittelbar vorher that, sich gegen» 
die andere, die ihr nun entgegenkommt, so lange zurückwinden, bis zu 
einer gewissen Zeit die gegenseitige Verdrehung der beiden Scheiben voll- 
ständig aufgehört hat, aber sofort in der Weise von neuem beginnt, dass 
beide Scheiben im Besitze ihrer tangentialen und centrifugalen Energie 
ihre Torsion so lange zu verstärken fortfahren, bis diese wiederum ein 
dem früheren entgegengesetztes Maximum erreicht hat; u. s. f. in perio- 
discher Wiederkehr. 

Den eben beschriebenen intramolecularen Bewegungsvorgang dürfen 
wir als eine halbe Torsions-Schwingung betrachten und zugleich die 
Zeitstrecke, welche von einem ersten Maximalwerth der relativen Torsion 
beider Halbscheiben bis zum dritten Maximalwerte, der wieder in dem- 
selben Sinne wie der erste eingetreten ist, verßiesst, die Torsions- 
Dauer nennen. 

Ebenso reden wir von Rotations - Schwingungen und von einer 
Rotations-Dauer des Molecüls, wenn dessen für alle Atome gleichmässige 
Rotationsgeschwindigkeit um seine augenblickliche Rotationsaxe oder auch 
um seine Hauptspannkraftsaxe nicht immer endliche Werthe und denselben 
Sinn behält, sondern von positiven Werthcn durch Null hindurch zu nega- 
tiven übergeht. Dann ist unter der Rotations -Dauer des Molecüls diejenige 
Zeitstrecke zu verstehen, welche zwischen je zwei nächsten Zcitpuncten 
verfliesst, in denen die Rotation des Molecüls unter genau denselben un- 
mittelbar vergangenen und unmittelbar zukünftigen Umständen ein Maxi- 
mum erreicht hat. 

Wir halten es für äusserst wahrscheinlich, dass, wenn die immer- 
währende periodische Torsion des Molecüls seine etwaige periodische Rota- 
tion begleitet, dann doch die Torsions-Dauer gegen die Rotations-Dauer 
nur kleine Werthe besitzt, wobei wir jedoch den Gedanken nicht unter- 
drücken können, dass Veränderungen des Verhältnisses beider 

7 * 
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Schwingungs-Dauern, wenn möglich, äusserst bedeutungsvoll sein 
müssen. 

Wir halten es für ebenso wahrscheinlich, dass in jener soeben be- 
schriebenen periodischen Torsion des Molecüls, die seine (entweder stets 
in demselben Sinne oder auch in wechselndem Sinne erfolgende) Rotation 
begleitet, die mechanische Ursache der Polarität gelegen ist, die jedes 
chemische Molecül nicht nur in sich birgt, sondern auch nach aussen zur 
Geltung bringt. Denn es ist klar, nicht nur, dass die beiden durch die 
Hauptspannkraftsebene getrennten Hauptbestandteile des Molecüls, weil 
sie stets in entgegengesetzten Torsionszuständen begriffen sind, sich in 
der Weise neutralisiren, ^Jass der eine die auf eine bestimmte Stelle 
der Umgebung fortgepflanzten Wirkungen des andern dort grade aufheht, 
sondern auch, dass sie beide, weii der Torsionszustand des einen denjenigen 
•des anderen nothwendiger Weise fordert, zu einem nur um so fester ge- 
schlossenen Ganzen verbunden bleiben müssen, so lange nicht der Unter- 
schied der beiden Kräftrpaare , die den einen und den anderen Bestand- 
theil in entgegengesetztem Sinne zu tordiren streben , eine solche Grösse er- 
reicht, um beiden eine so grosse relative Torsions-Beschleunigung zu ver- 
leihen , dass sie im Uebermaasse ihrer gegenseitigen Verdrehung von ein- 
ander losgelöst werden. Wir erfassen damit die Vorstellung von zwei 
stets zusammen auftretenden, aber entgegengesetzten Torsionszuständen 
der beiden Uauptbestandtheile eines jeden chemischen Molecüls, die immer 
in beiderseits gleicher, wenn auch veränderlicher Stärke vorhanden sind. 

Es ist, wie wir gestehen müssen, der Grundgedanke der Ampere’ sehen 
Theorie des Magnetismus und der Electricität , der sich in diese Vorstel- 
lungsreihe unabwcislich ciudrängt. 

Der grosse Denker schuf die Hypothese, dass der Magnetismus der 
paramagnetischen Körper auf dem Dasein elentrischer Elementarströme 
beruhe , welche die kleinsten, in Wirklichkeit selbständigen Theilchen der- 
selben umkreisen und, weil sie durch diese keinen Leitungsicider- 
stand erfahren , ununterbrochen in gleicher Stärke fortdauern. 

Wir haben eingesehen, dass jedes Molecül, das wir getreu im Sinne 
der heutigen Chemie begrifflich bestimmten und als »dascinsfähig unter 
gewissen Bedingungen« erkannten, fortwährend Torsionsschwingungen voll- 
führt, die sowohl seine mit bestimmten Eigenschaften ausgestatteten Atome, 
als auch seine an sich unterschiedslosen Aethermonaden ergreifen ; wir sehen 
auch ein, dass diese (wenn auch nicht vollkommen, so doch nahezu kreis- 
förmigen) Schwingungen in jedem Molecüle immerfort beharren müssen, 
weil die beiden Halbscheiben des Molecüls, wenn auch einmal ihre relative 
Torsion = 0 geworden ist , doch in diesem Ausgleichszustand desshalb nicht 
beharren können, weil sie in dem periodisch zur Geltung kommenden 
Streben narb dem Ausgleich ihrer gegenseitigen Verdrehung eine gewisse 
Bewegungsenergie erlangen und, da diese nur durch Verbrauch zu ent- 
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gegengesetzter Arbeit fiir eine gewisse Zeit beseitigt werden kann, sich 
dann von Neuem im entgegengesetzten Sinne tordiren müssen. 

Dürfen wir den Vergleich mit einem Dinge der practischen Mechanik 
wagen, so bekennen wir, dass wir # uns die immerwahrenden Torsionen 
eines Molecüls nach der Art der Bewegung der »Unruhe in einer Uhr« vor- 
stellen zu müssen glaubten, welche, immerfort durch die Federkraft der sich 
abwechselnd auf- und zu windenden Spiralfeder getrieben, ohne Unterlass 
ihre wechselnden Drehungen vollzieht. 

Wir müssen uns jedoch versagen, jetzt bei diesem Gegenstände länger 
zu verweilen, weil er im innigsten Zusammenhänge mit geometrischen Vor- 
stellungen über die Zusammensetzung der Atome zu Molecülen, über die 
Anordnung von Molecülen zu festen oder flüssigen Aggregaten und über 
die Fortpflanzung von intramolecularen Schwingungen der Atome steht und 
wir diese Fragen in strenger Befolgung des Planes dieser Schrift erst später 
zu erörtern uns vorgenommen haben. 

Näher liegt es uns für jetzt, dem Zusammenhänge nachzuforschen, 
in welchem die drei Spannkraftsintegrale derselben Art stehen mögen, von 
denen sich jedes auf eine der drei Ilaupttriigheitsaxen des Molecüls bezieht. 

Es möchte wohl jedem Mathematiker, wenn er erst einmal das Dasein 
dieser neuen Integrale kennt, der einfache Gedanke kommen, dass zwischen 
den drei Spannkraftstheoremen ein ähnlicher Zusammenhang bestehen könnte, 
wie ihn das berühmte Theorem von Layrange - Poisson, welches unter 
dem Namen des letzteren allein den Geometern wohl vertraut ist, ganz im 
Besonderen für die sogenannten »Flächensätze« ausspricht. Der Potsson’sche 
Satz dient bekanntlich im Allgemeinen dazu, um aus zweien gegebenen 
Integralen der dynamischen Differentialgleichungen ein drittes Integral her- 
zuleiten. 

Wie man weiss, hat Poisson in seiner berühmten Abhandlung: Sur 

la Variation des constanles arbitraires dans les questions de mecanique 
(Journal de l’dcole polyt. cah. XV. 1809) in der Anwendung seines »Störungs- 
theoremes« auf die »elliptische Bewegung eines Planeten« und auf die »Ro- 
tation eines festen Körpers um einen seiner Punkte« den dritten Flächensatz 
aus den beiden anderen als giltig angenommenen hergeleitet, ohne jedoch 
in diesem Resultate mehr, als eine glückliche Fügung der Rechnung zu 
tehen, und erst Jacobi'fNeues Theorem der analytischen Mechanik; Crelle’s 
Journ. Bd. XXX; 184G) ist’s gewesen, der jenes schon von Laplace und 
Layrange in der Theorie der planetarischen Störungen nur als Hülfssatz 
gebrauchte Theorem in seinem wahren Werth als Fundamentalsatz 
der analytischen Mechanik erkannt hat. W T ir wollen zur grösseren 
Klarheit des Verständnisses den gewöhnlich so ausgesprochenen Satz: dass 
man, wenn das Theorem der Erhaltung der lebendigen Kraft gilt , aus zwei 
Integralen der Beweyungsgleichungen im Allgemeinen durch blosse Differen- 
tiation ein drittes Integral u. s. w. abltiten kann, um so eher durch eine 
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kurze Rechnung für unseren Fall erläutern, als dieselbe, verschieden von 
den Rechnungen Puüson's und JacoLi's, sich der analytischen Behandlung 
unseres Molccularproblcmes anlchnt. 

Wir haben im § 14 in den Gl.(36) die »Flächensätzc« in derjenigen 
Gestalt entwickelt, in welcher sie für die inneren Bewegungen eines Atoraen- 
Systemes gelten würden, wenn dasselbe entweder gar keinen äusseren Kräften 
oder doch nur solchen ausgesetzt wäre, welche die bei Gl. (27) ausgesprochene 
Eigenschaft besitzen. In der erwähnten Form beziehen sich die Flächen- 
sätze schon auf die Hauptträgheitsaxen des Atomensystemes; vor der Re- 
duction auf diese Axen hat jedoch die linke Seite des ersten jener Integrale 
den allgemeineren Werth 

(38) E = a(/lh + U'— kW r — IV) + /?(ßk + V'— 1U— hW) + r(n + W'-hV— kU) 

worin wir nun verstehen: unter a, ß,y die Cosinus der Neigungswinkel der 
inneren beweglichen Axen des Atomensystemes gegen die feste x-Axe; unter 
A, H, r die auf jene Axen bezogenen Trägheitsmomente wie in § 21 ; 23a ; 
unter U', V‘, W" die »Torsionsgrössen* (§14; 38) in Bezug auf dieselben 
noch beliebigen Axen und endlich unter U, V, W die Grössen (§ 21; 18), 
die erst bei dem Bezüge aller Grössen auf die Ilauptaxen einzig ver- 
schwinden. Zwei andere Ausdrücke E' resp. E" unterscheiden sich von 
dem angegebenen (38) nur durch die Cosinus a‘, ß‘, f resp. a", ß", y“ als 
Coefficienten derselben Parenthesen. 

Dies vorausgesetzt, sind die drei Flächensätze enthalten in den drei 
Gleichungen 

(39) E' = B E' = B' E" = B" 

wenn B, B', B" Integrationsconstanten sind. Bezeichnen wir aber für den 
Augenblick durch £, jj, C die allein in den Grössen U', V‘, W‘ auftretenden 
nach der Zeit genommenen Diffcrentialquotienten der Coordinaten u, v, w 
der Atommassenmittelpunctc und bilden aus den Derivirten von E, E\ E" 
die Functionaldcterminanten 

n_ dE 'i E _i E ^. d dE ‘ dE dE dE ' 

(40) Du - df du df du u r - dy dij dy u, _ di> dw di . dw 

von denen sich jede auf ein bestimmtes Atom des Systems bezieht, so 
wird durch jenes Fundamcntnlthcorem der Dynamik gefordert, dass die 
Gleichung 

(41) V(lD 0 + iD T +iD„) = B" 

v ’ ** m m m 

den dritten Flächensatz (39) repräsentire, wenn die Summe über 
das ganze Atomensystem erstreckt wird. Nun findet man leicht aus (38) 
und den beigefügten Nachweisen, dass man hat: 
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dE /a . 

= m (ßvi — rv) 

^ ^5 _ — a (kv + lw) + ß (2ku — hv — 0 + j- (21u — hw + ij) 


( 42 ) 


Adoptiren wir jedoch wie früher (§11; 16, 17) die Abkürzungen 

u 1 = — + kw — lv v‘ = 4r + lu — hw w' = ^ + hv — ku 
dt dt dt 

so wird einfacher 

du 1 = — “ ( kv + hv ) + ß ( ku — W) + r (lu + V') (43) 


Die Werthe (42) u. (43) genügen, um durch Permutation der Grössen 
a, ß, t\ etc. uud u, v, w die sämmtlichen in Betracht kommenden Derivirten 
anzugeben. Mit ihrer Hilfe findet man zunächst 

-i-Du= mw j— (aß‘ — a'ß) (kv + lw) + (ßß‘ — ß‘ß) (ku— w') — OV— A'r)(lu+V')} 
+ mv | — (ya‘ — ßa) (kv + lw) — (ßß — ß‘ß) (ku — w') + (77' — ßß) (lu+v 1 )} 
und dann vermöge bekannter Reductionsformeln : 

-i- D u = m { w{— a''(lu+v') — ^''(kv + lw)] + v{/9"(kv+lw)— a"(ku— w')}} 


Bilden wir nun zur Ergänzung hierzu die analogen Werthe der beiden 
anderen Functionaldeterminanten (40) in Gedanken und addiren alle drei 
so erhaltenen Gleichungen, so haben wir: 


' jv 

m 

* 

u“ { u(hu+kv) — u(lw + hu) — v(ku — w') — w(lu + v')} 

+ -* 
m 

=r m . 

+ ß" { — u(hv + w') + v(kv+lw) — v(hu + kv) — w(lv — u 1 )} 

+ -S=- 

m 


+ ß‘ {— u(hw— v')— v(kw + u') + w(lw+hu) — w(kv + lw)} 


Aber hierin zerstören sich sehr viele Glieder und man behält als Resultat 
~D 0 + -5-D r +-iD„ 

m m in 

= a''(vw' — wv' — 21wu) + ß" (wu' — uw' — 2huv) + f (uv' — vu' — 2kvw) 
Nun ersieht man aus dem einem Werthe 

vw' — wv' = v — w ^ + h (v l + w 5 ) — u (kv + lw) 


(44) 
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dass, wurm mau die für die einzelnen Atome des Systemes bestehenden 
Gleichungen (44) sätnmtlieh addirt und dann unsere bekannten Bezeichnungen 
einfuhrt, das Resultat 

(45) V (Hi + Hl + D ") = «" (,1h + U‘) + ß" (//k + V') + r " (H + W') 

der Constante B" gleichgesetzt, den dritten Flächensatz nur dann 
repräsentirt, wenn cs auf die Hauptträgheitsaxen desAtomen- 
systemes bezogen wird, für welche die Gleichungen (22) immer 
gelten; dass dagegen diese Herleitung des dritten Flächensatzes aus den 
beiden ersten die Giltigkeit des »Satzes von der lebendigen Kraft« durchaus 
nicht als nothweudige Voraussetzung beansprucht. 

Man könnte sich nun fragen, ob nicht die Erfüllung der Spannkrafts- 
iutegrale für zwei Molecül-Hauptaxen die Giltigkeit des analogen Theoremes 
für die dritte Axc bedinge, d. h. ob nicht die Herleitung des dritten Spann- 
kraftsintegrales aus den beiden anderen nach demselben PoiÄson’schen Theo- 
reme möglich sei. Betrachten wir desshalb die in §25; 91 gegebenen, auf 
die festen Äsen bezüglichen Aggregate 

G = aG»+/9Gr+yG w G* = a'G a +^'G» + y'Gw G" = a"G 0 +y9"G r + y"Gir 

die, mit den Constanten C, C\ C“ verglichen, die Erhaltung der Spannkräfte 
in Bezug auf feste Ebenen defiuiren, und betrachten wir die partiellen 
Derivirteu 

dG dG dG dG dG dG 

&) du ’ dv ’ dw ; df ’ Ar) ’ dC * 

so sehen wir sofort ein, dass wegen (§25; 96a) die erste Gruppe (a) 
dieser Derivirten die Producte je zweier ersten nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten, die zweite Gruppe (b) dieselben Differentialquotienten 
nur linear enthalten muss; desshalb würden die zu (40) analogen, mit den 
partiellen Derivirten (a, b) gebildeten Fuuctionaldeterminanten die Producte 
je dreier jener selben Differentialquotienten enthalten müssen. Und damit 
ist jede Möglichkeit vernichtet , durch blosse ])ifferentiation und algebraische 
Combination aus zweien der Inteijralausdrücke (G, G'_j der dritten G" formal 
zu entwickeln. 

§ 28. Wir wenden uns nun zur Erläuterung der Differentialthcorcme, 
welche die Erhaltung eines chemischen Molecüls bedingen. 

Wir haben die Nothwendigkeit bewiesen, gewisse Bedingungsgleichungen 
des Zustandekommens und Bestehens eines Molecüles mit den auf dem d" Ah m- 
bert'schen Prinzip bestehenden Beicegungsgleichungen zur vollständigen De- 
finition aller Bestimmungsstücke dtr Bewegung der Atome zu vereinigen. 
Indem wir also die Entstehung und die Fortdauer eines chemi- 
schen Jlolcciilcs nicht anders, wie als ein Postulat seiner 
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Umgebung betrachten zu müssen glaubten, machten wir die Giltig- 
keit der Spannkraftsintegrale und damit die Beharrlichkeit des 
Molecular-Zusammenhanges abhängig von der Erfüllung eigenartiger 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche die zum Entstehen und Be- 
harren eines in sich geschlossenen Molecüls erforderlichen inneren Zustands- 
änderungen eines blossen Atomensystemes gesetzlich definiren und, weil 
sie den auf das <T Alembert' sehe Princip gegründeten Definitionsgleichungeu 
jeder beliebigen Beweyunsart ergänzend zur Seite treten, als analytischer 
Ausdruck eines neuen der Molecularmechanik eigenthümlichen Princips be- 
trachtet werden müssen, welches Princip ausschlieslich gilt für stationäre 
Beicegungsarten. Um dies Princip zu formuliren, weisen uns die drei 
Arten der Spannuugsgleichungen (4 a, b, c) zurück auf die Ausdrücke (§ 25; 
103a, b u. 113). Setzen wir in dieselben das ihnen gemeinschaftliche 
Aggregat (§25; 102) ein, so lässt sich, indem wir die Grösse (§21; 17a) 
herbeiziehen, ein neuer gemeinsamer Ausdruck absoudern, nämlich: 


AZ d //.,.,. dL , , dM , „dN, , ,, ,dvd*w 

(46) i (v dt - w dt ) + 2 (““dir + ai d» + “ 0 dt) + 2m ( - 


• dt dt 3 


dwdPv 

dt'dt»' 


w B! > + A * - S C( ) + M - f Ai) l 


und wir haben dann: 

( 47a) Pa = *. + j (45' - MC) . h + 2W& . k + 2VÄ . 1 + 4 h . Ä — • ü* 

-(S‘ n+ T W3 -jr< ik +T T '>) 

(47b) /7, = «, a +i (45' — Ai’) . h — 2WJ5 . k — 2 VJ' 2 . 1 + ^ h . E+ y ö 5 . U' 

_{|(n+}w)-f(» t +4v ) | 

(47c) a, = « . + J (/f,' - 45') . h + (W55 — W5j) . k + (V',5 - V5i) . 1 + h . E 

-f§( n + W ‘)— S( flk + V ')} 


Wie sich diese Ausdrücke auf die u-Axe des Molecüls beziehen, gehen 
drei andere auf die v-Axe und noch drei andere auf die w-Axe desselben; 
sämmtlich bedeuten sie aber: elementare Arbeitsgrössen, dividirt 
durch das Zeitelement. Aus diesem Grunde ändern wir die Dar- 
stellung und betrachten die in einem Zeitelement dt verrichteten Arbeits- 
grössen 

(48) Podt , P»dt , P.dt ; //„dt , //,dt , //.dt ; ü„dt , C,dt , SU. dt 
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jedoch unter den neuen entsprechenden Benennungen 

(49) dP„ , dP» , dP. ; d/7„ , d// T , d/7. ; d D. , dü r , d£t„ . 

Bei dieser Umgestaltung der Ausdrücke (47) ersetzen wir — wie schon 
früher (S. 46) — die Producte hdt, kdt, ldt durch die «Differentiale du, 
dv, dw, der Itotationswinkel des Molecüls um seine Hauptaxen* und ver- 
fahreu ähnlich mit den in das Zeitelement multiplicirten intramolecularen 
Geschwindigkeiten der Atommassenmittelpuncte resp. Drehungsbeschleu- 
nigungen der Atome und des ganzen Molecüls, (welche man in den Aggre- 
gaten (47) und den ihnen zugehörigen Ausdrücken findet) indem wir das 
Zeitelement ganz einfach unterdrücken. Es dient jedoch zur Uebersicht- 
lichkeit und ist nicht ohne sachliche Bedeutung, wenn wir jedes der neun 
Aggregate (47) in fünf Theile zerlegen. Wir setzen nämlich für alle drei 
Arten der Spannungsgleichungcn gemeinschaftlich: 

dS u = 2(vd2 — wd//) + 2’(«udL + aÄ dM + aj' dN) 

(50) dS T = 2’ (wd2 - ud Z) + 2 (/?„dL +/9(dM + /Si'dN) 
dS. = 2 (ud H - vd£) + 2 ( ro dL + r (dM + / 0 'dN) 

und mittelst der Ausdrücke 

(51) dA = d/fc.a— df.Bifc d/i = df.AÄ — dA.Cf dv = dA.BÄ — dÄ-. AA 
gleichfalls für drei Arten der Spannungsgleichungen gemeinschaftlich: 

d$ n = 2m (dv. ™ — dw . ™) + 2 (« 0 d7. + «(du + aj'dv) 

(52) d<P r = 2m (dw.™ - du.^) + 20?„d;. + ßlty + #'dv) 

df. = 2m (du.™ — dv. ™) + 2 (r»d^ + + /«'dv) 

Nun aber treten die Unterschiede der verschiedenen Gruppen von Spannungs- 
gleichungen klar und scharf hervor, indem wir als elementare centrifugale 
Arbeitsgrössen hinstellen : 
für die Spannungsgleichungen erster Art: 

dP<’> = \ i A " — A 'i ) • du + 2W(s • dv 

(53a dPW = 2WJ',.du + j (W — tti) . dv 

dPW = 2V('j.du +2Uli.dv 

dann für die Spannungsgleichungen zweiter Art: 
d/7< u » = j (A'i — A'i) . du — 2Wii . dv 

(53b) d/7<J» = — 2Wlj.du + -i (/?',' — B%) . dv 

d/70) = — 2Vli.du — 2üi'j.dv 


+ 2V'n • dw 

+ 2 Uj 2 .dw 
+ |(r/_r,').dw 

— 2Vü.dw 
— 2üi(.dw 
+ |(ri'-7Y).dw 
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endlich für die Spannungsgleichungen dritter Art: 

= y (J? - Ag) du + (WJJ - WiO dv + (Vn - VJJ) dw 

d&0> = (W'u — W'ii) du + y (//!' — //J')dv +(U5i — UiJ)dw (53c) 

d«h<« = (VJJ - VS',) du + (UJJ - DJ',) dv + y {[[’ — Pg ) dw 

Indem wir ferner in den Aggregaten (47) diejenigen Terme umgestalten, 
welche die »Producte von je zweien der molccularen Rotationsgeschwindig- 
keiten« enthalten, gewinnen wir durch einfache Verwandlungen lolgende 
centrifugale Arbeitselemente : 
für die Spannungsglcichungen erster Art: 

dP<« = (A + y(kV' + lW')).du — ykü'.dv — ylü'.dw 

dP<« = — yhV'.du + (A’ + y(lW' + hU')).dv — ylV'.dw (54a) 

dP<« = — yhW'.du — ykW'.dv + (£+y (hü'+kV')).dw 

dann für die Spannungsgleichungen zweiter Art: 
d/7m= (£— i-(kV'ilW')).du -bykü'.dv + ylU‘.dw 

d/7w = +yhV'.du +(A — i-(lW' + hU')).dv +ylV'.dw ( 54 b) 

d /7W= + -ihW'.du +ykW'.dv + (£— y(hU‘+kV)).dw 

endlich für die Spanuungsgleichungen dritter Art: 
de«« = A'.du 

de«« = E. dv wo £ = hü' + kV' + 1W‘ (54c) 

de«,« = A.dw 

Indem wir endlich jin den Aggregaten (47) diejenigen Terme, welche die 
»molecularen Rotationsbeschleunigungen« enthalten, besonders fassen, be- 
kommen wir folgende elementare Centrifugalkräfte-Arbeiten : 
für die Spannungsgleichungen erster Art: 

dP<«= — (H + yW‘).dk + (/?k + yV').dl 

dP<«= (fl+yW').dh — (.4h+yU').dl (55a) 

dP»> = -(Kk + y V').dh +(/lh+yü').dk 
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dann für die Spannungsglcichungen zweiter Art: 



d//*» = 

— (fl + |W').dk 

+ (5k + |-V‘).dl 

(55b) 

d //<?> = 

(n + |W').dh 

— (zlh + -f-U').dl 


d //?> = - 

-(zyk + -|v').dh + (zlh + y U‘).dk 



und endlich für die Spannungsgleichungen dritter 

Art; 


d<£<»> = 

— (/1 + W').dk 

+ (5k + \").dl 

(55c) 

dfk< T *> = 

(h-(-W').dh 

— (ylh-f U').dl 


d(ß«) = 

— (5k + V').dh + (Ah + U') . dk 



Nach diesen Festsetzungen und Umformungen also können wir die drei 
Arten der Spannungsgleichungen in der ihnen der Natur der Sache nach ge- 
bührenden Form, nämlich z. B. für die u-Axe in dieser schreiben: 


(56a) 


dP„ = dS a + d$ ü + dP<|> + dP<*> + dP<»' = 0 


(56b) 


d/7 u = dS a + d <S a + d//'ü + d/7<»> + d//<’> = 0 


(56c) 


d£„ = dS„ + d«, + d<ß' ü ‘» + dtCV*» + d©,<J> = 0 


Zu jeder dieser drei Gleichungen, welche das Verschwinden einer Summe 
von Arbeitsdiffcrentialen fordern, sind noch die beiden anderen zu ergänzen, 
welche sich, für jede Art des stationären intramolecularcn Bewegungszu- 
standes, auf die beiden anderen Ilauptaxen des Molecttls beziehen. 

Ehe wir jedoch aus den gewonnenen Resultaten weitere Schlüsse über 
den Unterschied der drei Modificationen des stationären inneren Bewegungs- 
zustandes eines Molecüls zu ziehen unternehmen, ist es von Interesse, 
jedes der aufgestellten Systeme von linearen Relationen zwischen gewissen 
Arbeitselementen auf der einen und den Elementen von Rotationswinkeln 
oder Rotationsgeschwindigkeiten auf der anderen Seite in algebraischer 
Weise aufzulösen, indem wir die Wcrthe der Arbeitselemente, welche als 
entscheidend betrachtet werden müssen, als unabhängige (unendlich 
kleine) Veränderungen ansehen. 

So erscheinen in den linearen Relationen (53a), wenn wir z. B. die 
erste derselben in der Form schreiben: 

dP^* = a<j>.du + A^'.dv + c<J>.dw 
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als Coefficienten der Winkelelemente du, dv, dw die Grössen: 

a« = } (Ay - Äi) bm = 2 W« e« = 2 V« 

a<>> = 2Wu | («5' - «') «»» = 2 üä (58) 

«W = 2V5i 6™ = 2üfi cg» = { — A) 

Dieselben müssen in dieser Anordnung als Elemente einer Determinante 
dritten Grades D<‘> betrachtet werden, deren Minoren oder Unter-Determi- 
nanten, nach dem Typus von 

A v = Ä, (V b w Cr -ö* — C„ ö, C, Hu Cf = dr o u b w (59) 
gebildet, in diesem Palle die Werthe haben: 

AM = | {ßl - öi') (/’!' - AO - 4UÄU# 

5W = 4Vn Wö - (.'H' - Ai 0 ÜÄ (60) 

G» = 4V« W0 - (/«' — .410 U/l 


Die Determinante D<*>, jetzt z. B. nach der Vorschrift 

ZX» = o”) zlCJ) + a M AM + a'J’ AM = o<|) AM + V»BM + c<|) CM> 
dargestellt, bekommt demnach den Werth: 

8U/1 Vfi Wll _ 2 (/!',' -Ai 1 ) UHU« 

DM = l + -i(Ai' - A'J) (ö{- - lij) (A- - n 0 - 2 (öl' - Öl') VJlVjt 


■+■ 8U11 VjlWj. 


— 2(/H'— A0WUW11 


(61) 


(62) 


Folglich erhiilt man aus den drei Relationen (53a) drei andere nach dem 
Typus von: 


ZX»du = -4<J> . dPO) + ^49) . dPO* + -ciyJ.dPf;» 

In ganz derselben Weise bilden wir für die linearen Relationen (53b), die 
wir sämmtlich, wie jetzt die erste, auf die Form gebracht denken: 


d flM _ aO) . du + ßM . dv + r M . dw 


(64) 


aus den Coefficienten der Rotationswinkelincrcmente, d. h. aus 


a M = \{A“-A‘J) 
PP = Y ( B i — B'J) 
r»-l(/y-/Y) 


ßM = vO) = _ 2UH 
r") = «<” = - 2V]1 
a«) = /9<f> = _ 2WÜ 


(65) 
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zunächst die Minoren oder Partial-Dcterminanten nach den 3 Typen: 

• Am = 1(51'- Bi 1 ) (rv - /'JO - 4U{J . U;i 

Bm = /V> = 4 V ü W/i + (/IC — A',')UU 
dann die Determinante dritten Grades, JO selbst, d. h. 

( — 8UH VM WÜ — 2 (A',' — Ai') Uli . Ui! 

(67) J (,> = j j(Ai—Ai) (Bi'—Bi') (fi’—n') — 2 (B{‘ — Bi) Vft. VH 

I _ 8Uü vf, wn — 2 (ri'-ni) wa . wn 


und haben damit endlich für die Relationen (53b) die Auflösung nach der 
Art von: 

(68) V ‘ d“ = /4 a 1 . d/7^) + . dIJm + /CJ 1 . dfim 

Die Gleichungen (53c), geschrieben in der Form 

(69 ) de <■) = n <•) . du + b (» . dv + r (,» . dw 

besitzen als vollständiges System die Coefficienten 

C = ± (Ai' - Ai‘) b«J> = (WÜ — Wii) *«» - (Vfl - Vf 0 

(70) *?> = (Wii — W(t) bi»=|(5i'-5}0 c?> = (ÜÖ-Ua) 

a<J> = (V« - V«) b^ = (ü{( - Uli) t» = | (/’" - TC) 


Diese liefern, wie es die Schemata (59) angeben, die (zu ergänzende) Gruppe 
von Minoren nach den 3 Typen: 

a'» = | (Br - 7?i') (/y - rj') + (U(i - uh) (U{j - uö) 

= (VH - VH) (WH - WH) + y (A'i - Ai) (UH - UH) 

C<» = (VH - WH) (WH - WH);- } (Ai - Ai) (UH - UH) 


Diese Unter - Determinanten geben wiederum die Determinante D9> des 
Systemes (70), d. h. 


(72) 


D<‘> = 


+ (UH— UH) (VH - VH) (W/i _WH) +\(Ai‘-Ai) (UH - UH) (UH - UH) 
+y(/li'- Ai) (Bi -Bi) (rj'_/'i')+y (Bi-Bi‘)(\[i -VH)(V(i-VH) 
-(UH-UH)(VH-VH) (Wii- WH) +y(r,'-r J ')(Wi'i-WH)(WH-WH) 
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Mittelst dieser endlich erhalten die Auflösungen der linearen Relationen 
(53c) die Form: 

D ® . du = a® . dCt® + a® . dflEt® + a® . dtt® (73) 

Für die Gleichungen (54a, b) ist vorzugsweise interessant die Schreib- 
art mittelst der Grössen 

E. = j( kV' + lW) E, = y(lW'-fhü') E w = y (hü' + kV') (74) 

weil deren Summe genau die »tangentiale Torsionsenergie E « darstellt; 
denn es ist 

E t + E r + E W = hU* + kV' + 1W' = E = hU' +2 £„ = kV' + 2£ I = lW'+2£ w (75a) 
und 

4E r E w = hU‘./?+kVMW‘ 4E„E a = kV'.A’+lW' .hU' (75b) 

Schreiben wir nun die Relationen (54a) in ähnlicher Form, wie ihre erste: 
dP® = a m . du + 6®. dv + c® . dw 

so geben die für dieses System bestehenden Coefficienten 

a ( ? = E+E a i®= — ykU' c® =r — j-lU' 

a® = — jhV' J® = E+E r o® — — ilV' 

a® = U\V' 5®= — 4 - kW' e® = E+E. 

w l w i w 

zunächst gemäss den Relationen (75a, bj die Gruppe von Partiat-Determinanten 
qt’j q p or q v 

= ±~ + 2!L. hü' J5®= - 4 --hV' C® = ■ hW' 

qr qj?2 Qi!' qyr 

j 4® = -2p- -kü' il® = ~ + - 4 - kV' C® = -2p- -kW' (78) 

J® = • 1U' 5® = • IV' Cg> = ^ • IW' 

w 4 ir 4 w 4 . 1 

Aus diesen berechnet sich die Determinante der Coefficienten (77) vermöge 
der Definitionen (74) und der Relationen (75a, b) nach der Gleichung 

I>m = (E + Q ( ~ + H . hü') - • hü' . £. = ~ + ~ (hü ' ' + 2£„) 

sehr leicht bis zu dem endgiltigen Werthe 

Dm = (79) 


(76) 


(77) 
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Hiermit gewinnen wir für die linearen Relationen (54a) oder (76) die • 
Auflösung 

Dm . du = Am . dP<« + Am . dpm + ^m.dPW 

die sich durch Einsetzung der Werthe (78,79) noch instructiver gestalten 
lässt zu: 

(80) 3tf> . du = 2£.dP<*> + U' (h . dP‘ J > + k . dP» + 1 . dPw) 

Schreiben wir ebenso die Relationen (54b), wie deren erste, in der Form 

(81) df/m = a m . du + ßm . dv + ?£> ■ dw 


so treten dieselben Grössen (74) ein in dreie unter den zu (77) analogen 
Coefficientcn 


(82) 


a.m = 

u 

E — E a 

ßf = 

|kU' 

r «= }iu 


jhV' 

ßm = , 

E — Er 

r m= jiv 

«») = 

w 

yhW 

/*» = 

ykW' 

1 

II 

£► 


und diese geben wieder das mit (78) corrcspondirende System der Unter- 
Determinanten 


FA 

— 4--hU‘ 

4 

IPJ = 

-T hV ' 

A” = 

F 

— 4-hW' 
4 


/; 


F 


F 

(83) = 

— r^kU 1 
4 


-A-kV 

rm = 

— A-kVV 
4 


R 

T-*1U' 

• 4 

By = 

-T‘ 1V ' 

rm — 

w ““ 

F? F 

-H £_.iw 

2 4 


Aus diesen berechnen wir die Determinante J (2) der Coefficienten (82) nach 
der Gleichung 


j(» = (E-E.) (^_4-hU')-T-hU‘.^ 


E s E 1 

(hU' + 2£ a ) 


sehr einfach nach den Relationen (75a) bis zu ihrem definitiven Werthe 


(84) 



Daraus folgt nun für die linearen Relationen (54b) oder (81) die Auflösung 
jm.du = A™ ■ dlim + Am . d/7<» + jm. d lim 


die sich durch Substitution der Werthe (83, 84) umformen lässt zu: 
(84) E* . du = 2 E. d nm — U' (h . d um + k . dfim + \ . d/7<J>) 

Die Relationen (54c) bedürfen dagegen keiner weiteren Transformation. 
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Zur Umformung der drei Systeme (55 a, b, c) betrachten wir die Ag- 
gregate 

F* = (Ah + y U')‘ + {Bk + iV')* + (A + jW')’ 

= (Ah +-| U') 1 + (-ök +|- VT + (A + 4 W')’ 

£■ » = (Ah + U')* + {Bk 4- V') J + (A + W')* 
und bringen dieselben, indem wir die Grössen einfilhren: 

a) //* = A*h» + 2i*k* + Al* 

b) / = Ah.U' + Sk.V' + A.W 

c ) yi = U'* + V' 1 + W' 1 

auf die Form 

F 3 = tf*+ /+4 A 

4 

<P* = //'+3/+ip 

4 

' = //* + 2/ + r* 

Wir denken uns jetzt drei Linien L, A, £ durch den Massenmittelpunct 
des Molecülcs zur Zeit t gezogen; dieselben mögen resp. mit den Haupt- 
axen des Molecüles Winkel bilden, deren Cosinus durch die algebraischen 
Werthe der Verhältnisse 

a) (Ah + yU'):F , ( Ac + yV'):F , (A+yW'):F 

b) (Ah + 4 U‘) : 0 , (ßk + 4 V') : 0 , {H+jW):# (89) 

c) (Ah + U'):f , (ßk+ V') : £ , (A+ W') : £ 

bestimmt sind. Verstehen wir zugleich unter dem Differential 

dq = Fdh 1 T'dk , + dT 1 (90) 

dasjenige auf einem Kreise vom Radius = 1 befindliche Bogenelement, 
welches ein um die Längeneinheit von dem Masscnmittelpuncte des Molecills 
entfernter Punct seiner augenblicklichen Rotationsaxc in dem Zeitelcment 
dt beschreibt, denken wir uns ferner diesem Bogcnelcmente parallel durch 
die Linien L, A, £ gewisse Ebenen E, E, <£ gelegt und die Normalen dieser 
Ebenen durch N„ N«, Ne dargcstellt und bezeichnen wir endlich die Winkel, 
welche einerseits von den letzten Normalen mit den Hauptaxcn des Molecills, 
andrerseits von jenen früheren Massenmittelpuncts- Transversalen mit dem 
Bogenelemente dq gebildet werden, durch die bekannten üblichen Symbole: 
so haben wir für die Gleichungen (55a, b, c) die veränderte Darstellung 

a) sin(L,dq).dP<*> = F.cos (N„ u). dq 

b) sin(A,dq).d/7| i 5 ) = «P.cos(N t u).dq ^ 91 ) 

c) sin (C, dq). dAj** = f.cos (N t , u).dq 

WalUr, UaUrauchungen über Molecularroechanlk g 


( 86 ) 


(87) 


( 88 ) 
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Nun haben wir durch die Entwicklung der Formelsysteme (63, 68, 73; 80, 
85, 54c; 91a, b, c) die analytischen Grundlagen der Untersuchung des 
Ursprungs der Verschiedenheiten der drei Modifieationeu des stationären 
inneren Molecularbewegungszustandes so weit gebracht, dass wir, wie 
schwierig und verwickelt auch eine spätere analytische Behandlung derselben 
werden möge, doch aus der an ihre Form geknüpften Möglichkeit, alle 
ferneren Schlussfolgerungen an geometrische Probleme anzulehnen, 
aufs Neue die Versicherung entnehmen, dass die analytisch mechanische Her- 
leitung unserer Spannkraftsiutegrale und Spannungsgleichungen sich durch 
synthetisch-geometrische Betrachtungen verificiren lässt. 

Allein wir wollen, damit wir nicht bei diesem Versuche, die mathe- 
matisch-mechanischen Grundlagen der theoretischen Chemie in neuer Weise 
darzulegen, die Wirklichkeit der Naturvorgänge gar zu weit aus den Augen 
verlieren, diese rein theorethischen Fragen für jetzt noch offen halten und 
lieber, um das Princip der Bildung und Fortdauer eines Mole- 
cüles zu erörtern, zu jenen ccntrifugalen Arbeitselcmenten (50) zurück- 
kehren, die uns allein darüber den nächsten Aufschluss geben können. 
Wir haben schon a. F.. von § 23 auf den Umstand hingewiesen, dass die 
ausführliche Darstellung der Differentiale d£", d//, AZ derjenigen mecha- 
nischen Kräfte S, //, Z, welche auf den Massenmittelpunkt eines Atomes 
des betrachteten Molecüles sowohl von den übrigen Atomen desselben Mo- 
lecüles, als auch besonders von den Atomen anderer, in der Nähe des 
ersten befindlicher Molecüle in den Richtungen der jeweiligen Hauptaxen 
jenes ersten Molecüles ausgeübt werden, die in denselben Richtungen ge- 
schätzten, unendlich kleinen relativen Verschiebungen jenes einen Atom- 
massenmittclpunktes in Bezug auf die ihm nahen Schwerpuncte anderer 
Atome in diejenigen Gleichungen einführen müsse, welche wir als die 
Zwangsbedingungen der Molecül-Entstehung und zugleich als die Giltig- 
keitsbedingungen der Spannkruftsintegralc gesucht und gefunden haben. 
Wir betrachten also jetzt die ersten Theile jener Arbeitselemcnte - Summen 
(50), nämlich die Grössen 

(92a) dS« a " = 2 (vd Z — wdff) dS<” = 2'(wd£ — uAZ) 

welche sich auf die (zum Massenmittelpuncte des Molecüls relative) Trans- 
lation der einzelnen Atommassenmittelpunkte beziehen und desshalb allein 
bestehen bleiben, wenn man die wirkliche Ausgedehntheit der chemischen 
Atome vernichtet denkt, also Monaden statt Atome betrachtet. Aber in 
uuserer der Wirklichkeit treu angepassten Annahme des wirkenden Daseins 
von chemischen Atomen, die verschiedene Massen (deren Dichtigkeit nicht 
anders als constant für alle Arten der Atome gedacht werden kanu) be- 
sitzen, treten als Ergänzung zu den Grössen (92a) noch hinzu die anderen 
Arbeitsclemcnte-Summen 

(92 b) dS<« = 2(«*dL + «JdM + aJ'dN) dS‘. J > = 2(,9odL + ,9 u dM + /9J'dN) 
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welche ganz besonders die innerhalb des Molecular-Vcrbandes fort bestehende 
Rotation der chemischen Atome um ihre eigenen in ihnen unbeweglichen 
Hauptträgheitsaxen betreffen. 

Nun aber ist es vortheilhaft, in den Kräften E, 11, Z, die inneren 
Kräfte £j, //| , Z j welche auf ein einziges Atom des MolecQls von den 
übrigen Atomen eben desselben ansgeübt werden, von den äusseren 
Kräften .2,, //», Z % zu trennen, welche letztere von den Atomen anderer 
Molecüle herrühren können. Wir haben also dann 

S ==•,+ =■. 11 = //, + //. Z=Z X 4- 2. ( 93) 

Versehen wir jetzt das in den Definitionsformeln (92a) eine Summation 
nur über das Innere des Molecüls andeutende Summenzeichen, ebenso 
auch die intramolecularen Coordinaten u, v, w noch besonders mit dem In- 
dex (i) resp. (.), so schreibt sich z. B. 

dSO) = 2 ) (v,dZ, — w,d//,) + 2 ', (v,dZ. — w,d//.) (94) 

Wir haben aber Grund verauszusetzen, dass die inneren Kräfte S x , H u Z x 
dargestellt werden können durch die auf alle übrigen Atome eines Molecüls 
erstreckten Summen 

E x = mil’.m,- (m — Ui) (95a) 

P 

wenn wir durch mi, und ntf, die Massen zweier räumlich getrennten Atome 
dessel ben Molecüls, durch p den Abstand ihrer Massenmittelpuncte, durch 
Ui, V|, W| und Ui, v,-, Wi, die immer auf die Hauptaxen desselben Mo- 
lecüls bezogenen Coordinaten jener Mittelpuncte darstellen und unter 
P(p) diejenige mechanische Kraft verstehen, welche von einem Atom m,- 
auf ein Atom m ( wirkt; dabei soll über die besondere Art der Abhängig- 
keit dieser Resultante von der Grösse des Abstandes p zwar keine be- 
stimmte Voraussetzung gemacht, eine gewisse Abhängigkeit aber dennoch, 
wie dies nur natürlich ist, angenommen werden. Wir haben denselben 
Grund, die äusseren Kräfte //., durch Ausdrücke wie 


v /J Ot, x 
:. = mi 2«m, (ui — u.) 


zu reprüsent iren , worin mi ein Atom des betrachteten Molecüls, m, 
ein solches in anderen nahen Molecülen , r der Abstand ihrer Massenmit- 
telpuncte ist und ui, Vi , W| die intramolecularen Schwerpuncts-Coordinaten 
von mi, dagegen u», v . , n>„ die gleichfalls auf die (beliebig verlängert ge- 
dachten) Hauptaxen des ersten Molecüls bezogenen und ebenso von dem 
Massenmittelpuncte desselben aus gerechneten Coordinaten des Centrums 
von m. sind und wo endlich das Summenzeichen nur auf die Umgebung 
des untersuchten Molecüles sich bezieht. 

8 * 
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Aber die Differeutiale der ein einziges Atom augreifenden inneren 
Kräfte (95a) sind: 


für — ^ — 7r (/>) 
P 


d//i = mi 2'j m, n(p) (dvi — dv ( ) + mi 2) nii (v t — v ( ) dn(/>) 
d Z, = mi 2( m, - (/>) (d Wi — dw ( ) + mi 2, m ( (wt — w ( ) da (/>) 


Wir bilden nun wegen (94) zuerst den auf ein Atom bezüglichen Ausdruck : 


VjdZ, — Wi dHi = mi 2) m,{vi (dvv'i — dw,) — Wi (dv t — dv ( )J z{ji) 

+ m, 2) nij {vi (w, — w,) — Wj (v t — Vj)} da(/>) 

Schon jetzt würden in der unteren Summe gewisse Coordinaten-Producte — 
jedoch in unsymmetrischer Weise — in Wegfall kommen; führen wir 
aber erst die Summirung über alle Atome des untersuchten Molecüles aus 
und erwägen dabei, dass innerhalb desselben für je zwei Atome nach 
einem bekannten mechanischen Principe Wirkung und Gegenwirkung ein. 
ander entgegengesetzt gleich sind, so annullirt sich jetzt die untere 
nunmehr innerhalb desselben einen Molecüls auf alle Combinationcu seiner 
Atome zu je zweien erstreckte Summe vollständig in sich selber und wir 
behalten als Resultat 

(96) 2'i(Vjd£| — Wjd/A) = {(Vi— v,) (dwi— dw ( )— (w, — w,) (dv,— dv,)} - (p) 


worin die Summe auf der linken Seite alle Atome des Molecüls nach der 
Reihe einzeln zusammenfasst, die Summe auf der rechten Seite dagegen 
sich auf alle möglichen Paare von Atomen desselben Molecüles ausdehnt. 

Mittelst der Differentiale der nur ein Atom augreifenden äusseren 
Kräfte (95b), welche sind 



*(r) 


d//. = mi 2»m.7r (r) (dvi — du«) + mi2’.m, (vi — u.) d n (r) 
dZ, = n]|2.m»rr(r) (dw, — du>.) + mi2’.m. (w, — io.) d- (r) 

bilden wir zweitens in Rücksicht auf (94) die auf nur ein Atom bezüg- 
liche Gleichung 

v,dZ. — wid//. = mi2’.m. {v, (dw, — dtu.) — w, (dvi — du«)} -(r) 

— m, 2«m« {v, tu. — ■ w, u.} d-(r) 

wobei in der unteren Summe die bloss auf das Innere des Molecüls be- 
züglichen Coordiuaten - Producte Vi w, nothwendig in Wegfall geriethen. 


Digitized by Google 


117 


Wir setzen jetzt 

d?r(r) = Tr'(r) . dr wo Jr'(r) = 

r r 2 

und addiren alle vorigen Gleichungen, so viele ihrer für alle einzelnen 
Atome des untersuchten Molecüls bestehen; das Resultat 

2) (v,dZ. — Wi d//.) = 2’i 2’, m t m. { v, (dw, — dm.) — w, (dv, — dt».)} ir (r) 

— 2’|2',mim. {v,ui. — wit).} jt‘ (r) . dr 

besteht reehterseits aus zwei Doppelsummen, welche, sowohl das Innere, 
als die Umgebung der Molecüls umfassend, nach ihrer mechanischen 
Bedeutung streng unterschieden werden müssen. 

Doch vorher betrachten wir den auf die u-Axe des Molecüls gehenden 
Ausdruck (96) und die aus ihm leicht zu entnehmenden beiden anderen, 
auf die v-Axe und die w-Axe bezüglichen Summen elementarer Arbeits- 
grössen. Es ist leicht einzusehen, dass die auf der rechten Seite von (96) 
in Parenthese stehende Determinante aus den Coordinaten- und Vtrschie- 
bungs-Differenzen für jedes Paar von Atomen desselben Molecüls das ver- 
doppelte Flächenelement repräsentirt , welches von der auf die vw- Ebene 
gemachten Projection des Massenmittelpunkte-Abstandcs p dieser beiden 
Atome mi und ra,- in derselben Ebene während eines Zeitelemcntes be- 
schrieben wird. Sind also d p„, dp,, dp. die in den drei intramolecularen 
Hauptebenen in der Zeit dt von den drei Projectionen />„, />,, p w irgend 
einer der Linien p beschriebenen unendlich kleinen Flächenstücke, so hat 
man drei Gleichungen conform mit 

2) (VidZi — w ( d //,) = mi m, — ^ • dp„ = ^ mim, — — ■ plüe a 

M P Ti P , 

wenn man es etwa vorzieht, das Flächendifferential dp., etc. durch das 
Winkelelement df„, etc. zu ersetzen, um welches zur Zeit (t+dt) die Projec- 
tion p a in der vw-Ebene von ihrer zur Zeit t innegehabten Lage abweicht. 
Es ist nöthig, hierbei ausdrücklich hervorzuheben, dass die für die drei 
Molecül-Hauptaxen bestehenden elementaren Arbeitsgrössen von der Form 
(98) dann allein bestehen bleiben, wenn man sich ein chemisches Mo- 
lecül auf gewisse Zeitstrecken den äusseren, von seiner Umge- 
bung herrührenden mechanischen Kräften entzogen denkt, und ebenso 
wichtig, zu bemerken, dass die durch die letzte Formel definirten Arbeits- 
elemente, welche durch die beharrende Wirknng der inneren Kräfte des 
Molecüls hervorgebracht werden, nicht denjenigen Verschiebungs-Compo- 
nenten, von denen je eine in die Richtung der Verbindungslinie je zweier 
Atomrnassenmittelpuncte fällt, sondern vielmehr denjenigen Bahnelement- 
Componenten angehören, welche auf diesen selben (gewissen Kräften als 
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Richtungslinien dienenden) Entfernungen senkrecht stehen. Aber es ist 
undenkbar und darum unmöglich, dass, wenn innerhalb eines und dessel- 
ben, aus einer gewissen Anzahl von Atomen zusammengesetzten Molecüls 
zwei Atommassenmittelpunkte ausser ihrer Geschwindigkeit in der jeweiligen 
Richtung ihrer Verbindungslinie noch eine andere Geschwindigkeit senk- 
recht zu dem gedachten Abstand besitzen, diese letztere Geschwindigkeits- 
componente durch die gegenseitige Anziehung oder Abstossung dieser beiden 
Atome entweder erst hervorgerufen oder, wenn sie schon bestand, durch 
eine von derselben Kraft verursachte Beschleunigung verändert werden 
könnte. Die Kräfte also, welche bei den durch die Formel (98) bestimm- 
ten elementaren Arbeitsleistungen zur Wirkung kommen, müssen solche 
sein, welche von anderen Atomen desselben Molccüles herrühren. 

Wir dürfen aber nach dem Vorgänge von Berzelius und W. Weber') 
mit dem Namen rkatalytische Kräfte« solche Kiäfte bezeichnen, welche 
der »für int ramoleculare Vorgänge wesentlichen relativen Bewegung je zweier 
Atome um einander« zum Grunde liegen, indem sie von dem wirkenden Dasein 
dritter Atome (desselben Molecüles), also von wirkungsfähigen Dingen ab- 
hnngen, die weder zum Wesen der aufeinander wirkenden beiden Atome, 
noch zu ihrer gegenseitigen Lage im Raume, noch endlich zu ihrer durch 
das Beharren ursprünglicher Bewegungsantriebe beeinflussten sonstigen 
relativen Bewegung gehören. Da nun die elementaren Arbeitsgrössen (98) 
ausschliesslich bei der drehenden Bewegung des einen Atomes um das an- 
dere während eines Zeitelementcs erzeugt werden, können wir dieselben 
»intramoleculare katalytische Arbeitselemente« nennen. 

Es besteht demnach in diesem Tuncte ein wesentlicher Unterschied 
zwischen unseren Spannungsgleichungen und unseren Spannkraftsintegralen, 
indem die letzteren, wie bereits (S. 90) erörtert worden ist, für den Fall 
des Nichtvorhandenseins äusserer Kräfte überhaupt auch keine 
solchen inneren Kräfte enthalten können, die eine Verschiebung der 
Atommassenmittelpuncte zu bewirken streben, die ersteren dagegen auch 
für diesen Fall den Einfluss der Gesammtheit solcher inneren Kräfte 
eines Molecüles fortbestehe n lassen. 

Man muss also auerkennen, dass die Untersuchung grade der Glei- 
chungen (§ 20; 1 oder 5), und nicht diejenige der Differentialgleichung, 
welche die gewöhnlich betrachtete Arbeit ausdrückt, den Vorzug hat, eine 
exacte mechanische Grundlage für die Theorie der inneren Bewegungen 
eines chemischen Molecüls zu bilden. 

Es liesse sich hieran die Untersuchung der Frage knüpfen: ob ein 
chemisches Molcciil aus nur zwei Atomen bestehen könnet In diesem 
Falle nämlich müsste die Erhaltung des Molecüles auch möglich sein, 
wenn nur ein einziges der eben betrachteten »intramolecularen katalyti- 

*) Siehe Weber, tleclrodyn. }faassbcs f . Leipzig 1871: Erste Abhdlg; S. 376. Sechste 
Abhdlg; S. 7. 
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sehen Arbeitselemente« in Wirkung tritt. Allein es ist saehgemässer, diese 
Frage erst dann zu behandeln, wenn wir ausser unseren früheren Erkenntnissen 
über die mechanische Bedeutung der Hauptspannkraftsebene eines Molecüles 
und unseren jetzigen Betrachtungen über die aus der beharrenden Wirkung 
der inneren Kräfte eines Molecüls entstehenden Arbeitsgrössen fernere 
(der Erfahrung näher stehende) Kriterien gewonnen haben werden. 

Bezüglich der anderen, auf äussere Kräfte erstreckten Arbeitsele- 
mcnte-Summen von der Form (97) bemerken wir vor Allem, dass es sich 
hier, — d. h. für solche Paare von Atomen, deren eines innerhalb, 
deren anderes ausserhalb des betrachteten Molecüls befindlich ist — nicht 
allein um die drehende Bewegung beider (auf ihre Massenmittel- 
punkte reducirt gedachten) Atome um einunder handelt, sondern dass 
auch diejenigen Verschiebungen in Rechnung gezogen werden müssen, 
welche diese beiden Atome in der Richtung ihrer Verbindungs- 
linie erfahren und dass endlich noch die Positionen ganz besonders in 
Betracht kommen, welche die Atome des einen betrachteten Molecüles und 
diejenigen anderer naher Molecüle in Bezug auf den jeweiligen Massen- 
mittelpuuct jenes cinnehmen. Bezüglich der auf der Ausgedehntheit der 
chemischen Atome ganz wesentlich beruhenden Arbeitsgrössen (92b) lässt 
sich, da wir die auf ein einziges Atom ausgeübten Drehungsmomente noch 
nicht betrachtet haben, auch nicht erkennen, welchen Einfluss sic auf die 
Fortdauer des Molecüles nehmen; aber wir dürfen vielleicht, ebenso wie 
wir die absolute Translation des Massenmittelpunctes eines Molecüles als 
gleichgiltig für den Zusammenhang seiner Atome in der Voraussetzung be- 
trachteten, dass es nicht eben grade durch jene Bewegung in andere, seiner 
Erhaltung weniger günstige Orte übergeführt wird, auch die veränder- 
lichen Beschleunigungen, welche die sclbeigene Rotationsbewegung der Atome 
dirch intramoleculare und extramoleculare Drehungsmotnente 
erfährt, als weniger einflussreich für den Molccularzusammenhang voraus- 
setzen. Und wenn auch das Eintreten und das fernere Bestehen eines Atomes 
in einem Molecüle von denjenigen mechanischen Kräften abhängt, welche, 
innerhalb des Molecüls ihren Ursprung findend, je zwei Atome desselben 
sich um einander drehen machen: so möchten wir dennoch, weil solche 
Bewegungen eher einen günstigen als einen ungünstigen Einfluss auf die 
Fortdauer des Molecüles äussern können , dafür halten , dass d i e 
aus seiner Umgebung auf ein Molecül einwirkenden Kräfte 
seine Erhaltung hauptsächlich entscheiden. Gestattet man uns 
diese Meinung, so könnten wir, einen Gedanken Spinoza’* adoptirend, sagen : 
Ijie eigene Macht des Molecüle zu existiren, icird weitaus ilhtr- 
troffen von der Macht der äusseren Kruftursachen , die, wie sie es 
zur Entstehun gbrachten , es auch vernichten. (Vgl. Etil. IV. Prop.3). 

Jedoch die exacte mechanische Definition derjenigen inneren und 
äusseren Umstände, deren Eintritt den Ucbcrgang eines blossen Atomen- 
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sy sternes in ein für gewisse Zeitstrecken beharrendes, mit characteristischen 
Eigenschaften ausgestattetes chemisches Molecül mit Nothwendigkeit be- 
dingt, hüngt auf’s engste zusammen mit Betrachtungen über das, was wir 
als den inneren regulativen Mechanismus eines solchen Molecüls 
und als seine freie oder gebundene (in wirklicher Bewegung geäusserte) 
centrifugale Energie bezeichnen möchten. 

Die ganze Anlage der hier durchgeführten Analyse war durch den 
Gedanken vorgeschrieben, eine Schaar von beliebig vielen Atomen mit einer 
mathematischen Analyse ihrer allmähligen mechanischen Zustandsänderun- 
gen von jener Zeit an zu verfolgen, wo selbst das letzte unter ihnen, nach- 
dem sie einmal durch äussere Kräfte und durch die Beharrung ihrer fort- 
schreitenden Bewegung in ihren gegenseitigen Wirkungsbereich gekommen 
waren, dem Einflüsse der seitens der übrigen Atome geäusserten An- 
ziehungen sich in seiner ferneren Bewegung unterwerfen musste. Von 
diesem Zeitpuncte an verhielt sich die Schaar von Atomen desshalb wie 
ein Atomensystem , weil ihre Einzelbewegungen in eine gewisse Abhängig- 
keit zu einander getreten waren. Jedoch dadurch war durchaus noch nicht 
die hinreichende und nothwendige Bedingung dafür geliefert, dass alle diese 
Atome, welche seit jener Zeit unter dem gleichzeitigen Einflüsse ihrer 
inneren nnd irgend welcher äusseren Kräfte standen, auch für 
die Dauer ein durch stationäre innere Bewegungen ausge- 
zeichnetes System ausmachen müssten. Denn weil die in end- 
licher Grösse vorhandenen äusseren Einwirkungen für dieses nicht 
abgesonderte Atomensystem sowohl die Giltigkeit der «Flächensätze«, 
als auch die «Eihaltung« seiner »inneren und äusseren lebendigen Kraft« 
schlechthin ausschlosscn , musste die zureichende Bedingung der Ent- 
stehung und Fortdauer eines zwar äusseren Kräften unterworfenen, aber 
ihrem steten Angriff gegenüber dennoch fest zusammengeschlossenen Systems 
in neuen Bestimmungen über den Zusammenhang gesucht werden, in welchen 
die mit der Veränderung der Umgehung eines solchen Systemes nothwendig 
verbundenen Veränderungen der äusseren Einwirkungen zu seinen inneren 
Bewegungen treten müssten, da ja deren mechanische Energie nicht mehr 
allein von den relativen Lagen seiner Bestandteile, sondern auch von den 
Positionen abhängig gedacht werden muss, welche die Theile des Systemes 
in Bezug auf diejenigen der Umgebung einnehmen. Aber es ist unzweifel- 
haft, dass ein Atomensystem, so lange die Bewegungen seiner Bestandtheile 
insgesammt periodisch innerhalb fester (durch den jeweiligen Zustand der 
Umgebung mit bestimmter) Grenzen vor sich gehen, in dem besonderen 
Zustande eines »Molecüls« verharrt, welches, dem steten Angriff äusserer 
Kräfte gegenüber seine Selbständigkeit bewahrend, vermöge seiner festen 
(trotz leichter periodischer Variationen im Wesentlichen ungeünderten) geo- 
metrischen Configuration und vermöge seines ihm zukommenden Inhaltes 
an mechanischer Energie nun selbst wieder eigenartige, beharrliche Ein- 
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Wirkungen auf seine Umgebung auszuüben im Stande ist. Und grade durch 
die Thatsache, dass ein jedes Molecül fortdauernde, wahrnehmbare Rück- 
wirkungen auf seine Umgebung stets in derselben Art und Stärke unter 
denselben Umständen hervorbringt, wird der Schluss gerechtfertigt, dass 
es selbst mit einem beharrlichen inneren Bewegungszustande ausgestattet 
sein müsse. 

Aber die Möglichkeit der Fortdauer eines solchen Molecüls hängt bei 
seinem steten Kampfe um sein Dasein hauptsächlich davon ab, dass cs in 
jedem Augenblicke seinen inneren Bewegungszustand nach den grade vor- 
handenen äusseren Umständen zu moderiren im Stande ist. Es muss also 
ein gewisser »regulativer Mechanismus« im Inneren des Molecüles construirt 
gedacht werden, der dasselbe in den Stand setzt, sich dem jeweiligen Zu- 
stande der Umgebung immer anzupassen, ein Mechanismus, der dem Mo- 
lecül die Freiheit giebt, sich nach den grade vorhandenen äusseren Um- 
ständen, durch deren Gunst es ja entstand, auch ferner in seinem eigenen 
Bereiche einzurichten. Allein die Möglichkeit, einen solchen Mechanis- 
mus ihm analytisch in Formeln darzubieten, gewannen wir für unser Molecül 
nur dadurch, dass wir zu jeder Zeit die relative Translation der Massen- 
mittelpuncte der Atome auf die Axen bezogen dachten, welche, wie auch 
immer die inneren Bewegungen beschaffen sind, durch die zu jedem Zeit- 
puncte vorhandene geometrische Configuration aller Atome genau bestimmt 
werden. »Periodische Variationen der Lagen der Hauptträgheitsaxen eines 
Molecüls gegenüber seinen Atomen* betrachten wir als das Hauptmerkmal 
des in jedem Molecüle construirtcn regulativen Mechanismus, ln freieren 
Worten könnten wir sagen: 

»Während die Atome eines Molecüls in jedem Augenblicke die ihnen 
»von den äusseren und inneren Kräften angewiesenen relativen Positionen 
»einnehmen und im Verlaufe eines Zeitelementes aus einer gewissen geome- 
»trischen Configuration in eine neue, von den nunmehrigen Werthen und 
»Richtungen der äusseren und inneren Kräfte ebenso nothwendig geforderte 
»und willktihrlos bestimmte stereometrische Configuration auf gewissen 
»Bahnen übergehen, müssen wir in diesem Punkte ohnmächtig Zusehen, wie 
»das Molecül zu jeder Zeit das ihm (nach dem unmittelbar vorher abge- 
»laufenen mechanischen Vorgänge) einzig und allein gemässe innere Axen- 
»system in sich bestimmt findet, und machen dann, dem »Selbstbestimmungs- 
»recht des Molecüles unter Molecülen« mit unserem Verstandesrechtc gegen- 
»über tretend, die erlaubte einzige Voraussetzung, dass die 
»Eigenbewegung dieser Axen, so wie sie niemals in der 
»Wirklichkeit willkührlich ist, auch niemals in der inathe- 
»matischen Analyse undefinirt verbleibe«. 

Und dieser Forderung kann man genügen durch unsere »Spannungs- 
gleichungen*, welche, der Analysis selber abgewonnen, erfüllt sein müssen, 
wenn alle Bestimmungsstücke der inneren Bewegungen der Bestandteile 
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eines Molecüles wenigstens durch Differentialgleichungen eine vollständig 
zureichende Definition der Gesetze ihrer Werthveränderungen erfahren sollen. 

In diesen Gleichungen (56), die nach unserem Dafürhalten im ersten 
Augenblicke ihrer Geltung den Abschluss des Bildungsprocesses eines Mo- 
lecüles und für eine endliche Zeitstrecke ihrer Richtigkeit die Fortdauer 
desselben ausdrüeken , existiren gewisse Reste aus den Elementen jener 
Integrale, die wir — analog dem Integralausdruck der »lebendigen Kraft«, 
sofern dieselbe das Zeitintegral des bekannten Aggregates aus den Massen, 
den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen ist, — als Integralaus- 
drücke der den verschiedenen möglichen inneren Bewegungsarten entspre- 
chenden Formen der »centrifugalen Energie eines Molecüls bezüglich solcher 
fester Axen« zu definiren wagten, welche, einem festen orthogonalen Axen- 
systeme immer parallel, mit ihrem Durchschnittspuncte d. h. dem Molecül- 
massenmittelpuncte fortgetragen werden. Dass sich nunmehr alle die Diffe- 
rential-Ausdrücke in (56) auf die jederzeit in ihm beweglichen Hauptaxcn 
des Molecüls beziehen, ist unwesentlich für unsere jetzige Betrachtung. 
Einzig und allein ist nach unserem Ermessen der Umstand wesentlich, 
dass jede der Gleichungen (56), gütig für eine der drei Hauptaxen, eine 
gewisse elementare (d. h. in einem Zeitelement entstehende Veränderung 
der) Energie sich durch entgegengesetzte Werthe ihrer Tlieile zu aunulliren 
zwingt. Aber diejenigen Terme in solchen Elementar • Ausdrücken von 
centrifugaler Energie, welche in den »Spannungsgleichungen« von der 
wirklich vorhandenen relativen Bewegung der Molecül-Bestandtheile her- 
rühren, sind sammt und sonders Reste von der in § 25 durchgeführten 
partiellen Integration. Denn auch diejenigen Integrale, die wir (§ 25, 55) 
absonderten, lassen sich als Theile gewisser, hier nicht betrachteter, als 
Integrale dargestellter kinetischer Functionen erster Ordnung auffassen, 
deren eine wir aus dem Ausdruck §27; 13 und den ihm analogen hätten 
bilden und zur partiellen Integration verwerthen können. Wir unterliessen 
aber diese Rechnung in der Ahnung, dass es sich hier um eine der 
schwierigsten Begriffsbestimmungen der Molecularmechanik, oder um eine 
dem mathematischen Verstände noch unvollständig aufgeschlossene (vgl. 
S. 89) Quelle von Arbeitskräften in dem Mechanismus chemischer Processe 
handle, nämlich um die strenge und klare Unterscheidung dessen, was 
man freie und was man gebundene centrifugale Energie in einem 
chemischen Molecül zu nennen hat. 

Als freie kinetische (centrifugale) Energie betrachten wir vor Allem 
die in (8) gegebenen Ausdrücke der »Ausdehnungsspannkräfte eines Mo- 
lecüls in Bezug auf seine Hauptaxen«. Denn wir können uns über ihre 
mechanische Wirksamkeit die anschauliche Vorstellung bilden, dass solche 
Spannkräfte, wenu sie nicht mehr unter abwechselnder Verdichtung und 
Ausdehnung des Molecüls innerhalb gewisser Grenzen von negativen zu 
positiven Werthcn schwanken, dadurch, dass die Functionen A, B, /' mit 


Digitized by Google 


123 


der Zeit einmal ausserordentlich rasch zu wachsen beginnen und fortfahren, 
diejenigen ausserordentlichen Arbeitsleistungen in Uebcrwindung äusserer 
Widerstände hervorbringen, die man sowohl bei der Ausdehnung von Mo- 
lecül-Aggregaten durch die »Wärme«, als auch namentlich bei den bis zu 
einer sog. Explosion gesteigerten Zersetzungen so mannigfacher Molecille 
wahrnimmt. Und darin, dass solche Spannkräfte zu allen Zeiten dem 
Molccüle vermöge der inneren Bewegung seiner Bestandtheile und vermöge 
seiner Rotation in Wahrheit eigenthümlich sind, wie sie denn auch wirklich 
jeder Zeit unter gewissen Bedingungen zur Wirksamkeit nach aussen ge- 
langen können, suchen wir den Inhalt des Molecüls an freier centrifu- 
galer Energie ; wir denken uns aber solche — unter Umständen zu enormen 
Leistungen berufene — intramoleculare Arbeitskräfte für die Zeitstrecke, 
wo ein Molecül in seinem unversehrtem Zustande beharrt, nicht etwa ver- 
nichtet, d. h. = 0 geworden, sondern nur in entgegengesetzten, rasch 
abwechselnden Leistungen, wie es der unaufhörliche Wechsel von 
Ausdehnung und Verdichtung ist, nach aussen unwirksam gemacht 
oder, wenn wir den bildlichen Ausdruck wagen dürfen, »in sich zersplittert«, 
indem sie bald diese, bald jene zu bewirken durch die äusseren Gegen- 
wirkungen angchalten werden. Andere von anderen in § 10 unterschiedenen 
Bewegungsarten herrührende Arten von freier centrifugaler Energie sind 
wegen ihrer Form als Determinanten (vgl. § 27) minder wichtig und ver- 
lieren, wie sich später ergeben wird, ihren Einfluss infolge der relativen 
Lage, welche die augenblickliche Rotationsaxe des Molecüles zu den Haupt- 
axen desselben immer einnimmt. 

Als Elemente der gebundenen (kinetischen) centrifugalen Energie 
betrachten wir alle diejenigen Differentiale in (56), welche von der wirk- 
lichen Rotationsbewegung des ganzen Molecüls sowie von der Torsion und 
relativen Translation seiner Bestandtheile ihren Ursprung nehmen. Es sind 
dies für jedes Zeitelement unendlich kleine Energiegrössen, die nach unserer 
Vorstellung zu Arbeitsleistungen verbraucht werden, die dazu nöthig sind, 
um den regulativen Mechanismus im Innern des Molecüles stets und stetig 
in wiederkehrende Lagen zu verlegen. Man kann nun die Bahnen, welche 
von den Massenmittelpuncten der einzelnen Atome des Molecüls beschrieben 
werden und bisher stets auf die intramolecularen Ilauptträgheitsaxen be- 
zogen gedacht wurden, auf ein mit dem Molccüle fortschreitendes System 
von Axen transformirt annehmen, die im Raume unveränderliche Richtungen 
bewahren. Wenn wir nun die intramolecularen Bewegungen von diesem 
absoluten Standpuncte betrachten, können wir das den stationären Mo- 
lecularbewegungen eigenthiimliche, in unseren Spannungsgleichungen ent- 
haltene Princip dahin aussprechen: dass jene Energie- Elemente diejenige 
Arbeit zu leisten bestimmt erscheinen, welche erforderlich ist, um die Atome 
bei ihren intramolecularen Bewegungen von Augenblick zu Augenblick in 
neue Systeme von Bahnen überzulenken und dies zugleich mit der wesent- 
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liehen Beschränkung zu thun, data fine derartige eontinuirliehe Variation 
der Bahnensysteme , verursacht durch die fortdauernde Einwirkung der 
äusseren störenden Kräfte , die Möglichkeit der Rückkehr zu einem früher 
einmal für einen Augenblick eingeschlagenen Bahnensysteme und damit den 
stationären intramolecularen Beicegungszustand niemals aufhebt. 

Die von den fiusseren ans der Ferne wirkenden Kräften verrichteten 
Arbeitsleistungen müssen also in der Hauptsache den Erfolg haben, dass 
sie auf die periodische Wiederkehr der variirten Bahnensysteme hinwirken, 
d. h. dass sie unter fortgesetzter Störung der ideellen Bahnen, welche die 
Atome unter dem alleinigen Einflüsse intramolccularer Kräfte einschlagen 
würden, dieselben stets zur Vermeidung solcher Bahncnsystcme zwingen, 
welche jene zu zwei extremen Configurationen führen könnten: eine davon 
wäre eine solche relative Anordnung der Atome, dass sich ihr Zusammenhang 
niemals wieder lösen Hesse ; die andere wäre eine solche momentane Position 
der Atome, dass dieselben bei einer noch einen Augenblick fortgesetzten 
Störung in solche Bahnen übergehen müssten, welche sie nothwendig von 
einander führen würden. 

So erscheint denn die durch die »Spannungsglcichungen* ausgespro- 
chene Forderung, an der wir als an dem Principe der Molecularbildung 
festhalten müssen, der bekannten Bedingung verwandt zu sein, welche man 
den »umkehrbaren Kreisprocessen« in der mechanischen Theorie der ther- 
mischen Zustandsänderungen eines Körpers auferlegt hat. 

Indem sich aber, wie wir S. 117 ff. erörterten, die elementaren kata- 
lytischen Arbeitsleistungen in verschiedene Arten von Termen trennen Hessen, 
welche theils der Annäherung oder Entfernung je zweier Atome, theils 
ihrer um einander erfolgenden Drehung entsprechen, könnten wir weitere 
Ausgangspuncte behufs einer genaueren Aufklärung über die Bedeutung 
der unserer ganzen Molecular-Theorie so überaus wesentlichen »Spannungs- 
gleichungcn« dadurch zu gewinnen versuchen, dass wir dieselben einer 
Spaltung unterwürfen, d. h. dass wir als wirkliche, in den Coordinaten und 
deren Differentialen ausgedrückte Werthc der kinetischen Energie-Elemente 
(53, 54, 55) diejenigen Tlieile der elementaren Molecularkräfte- Arbeiten 
betrachteten, welche wir in den Formeln (85, 86, 87) unterscheiden mussten. 

Aber eine solche Spaltung wäre nicht frei von dem Vorwurf der 
Willkühr und alle darauf gegründeten Schlussfolgerungen wären wegen ihres 
hypothetischen Characters nur mit Vorsicht aufzunehmen. 

Allein auch ohne diese Rechnungen muss die vergleichende Betrach- 
tung der ursprünglichen, wie der aufgelösten Systeme (53; 54; 55) und 
(63, 68, 73; 80, 84, 86; 88) uns den Gedanken nahe legen, dass der 
Unterschied der drei hier nachgewiesenen Modificationen des stationären 
inneren Bewegungszustaudes eines Molecüles in einem Ueberschuss oder 
einem Mangel an Torsionsenergie im Vergleich zu einem gewissen 
normalen Torsionszustande beruht, welcher letztere wahrscheinlich 
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durch die Spannungsgleichungen (4c) und die Spannkraftsintegrale (5c) charac- 
terisirt ist. 

Uebrigens ist es nach den Rechnungen , die wir a. E. des 5. Cap. 
vollzogen, selbstverständlich, dass einem Uebcrschuss resp. Mangel an »freier« 
intramolecularer Torsionsencrgic, als welche die vorgekoinmenen Vielfachen 
der Grössen (12) betrachtet werden dürften, ein Mangel resp. Ueberschuss 
an »gebur.dener« Torsionsenergie in den Spannungsgleichungen entspre- 
chen muss. 

Nun aber kennt auch die Erfahrung verschiedene Modificationen des 
dynamischen Zustandes eines in seiner chemischen Zusammensetzung un- 
versehrten Molecilles; denn nur in Abweichungen von dem gewöhnlichen 
oder normalen Zustande bestehen die polaren clectrischen und magneti- 
schen Zustände, die »allotropen« Zustände und die »optisch verschiedenen« 
Modificationen der Körper-Molecüle. Als wahrscheinlich dürfen wir es wohl 
bezeichnen, dass die hier als möglich nachgewiesenen und durch gewisse, 
in der Rechnung äusserst prägnante Unterschiede ausgezeichneten Molecül- 
modificationen eher auf die letzten beiden Classen beobachteter Erschei- 
nungen hinweisen möchte, da die allotropen Zustände ebenso wie das Ver- 
mögen gewisser Molecüle , die Polarisationsebenen der Lichtstrahlen entweder 
rechtsum oder linksum zu drehen , als andauernde Eigenschaften auftreten. 
Ueberdies haben wir schon andere Vorstellungen über Electricität und 
Magnetismus angedeutet. Allein der mathematische Zusammenhang des 
Molecular -Problemes mit dem der Entstehung und Fortdauer der electri- 
schen Polarität hat, um der tieferen Naturwahrheit willen, seine Wurzel 
nicht so sehr in analogen Formeln, als vielmehr in einheitlichen syn- 
thetischen Vorstellungen zu suchen. 

§ 29. Es gilt jetzt, die vollzähligen Grundgleichungen der Theorie 
der Variationen der inneren und äusseren mechanischen Energie eines che- 
mischen Moleciils in ihrer Gesammtheit aufzustellen. 

Zur Definition der absoluten Translation eines Molecüls im Raume, 
wobei wir uns die Massen seiner einzelnen Atome und ebenso diejenigen 
der ihm angehörigen Aethermonaden in seinem augenblicklichen Schwer- 
puncte concentrirt vorstellen müssen, dienen die bekannten Differential- 
gleichungen (§ 13; 6) in der Form: 


M 


d*x _ 
dt 2 ~ 


X 




(99) 


In ihnen bedeuten jetzt: x, y, z die auf feste Axen bezogenen Coor- 
dinaten des mit der Gesamintmasse M des Molecüls behafteten Schwer- 
punctes desselben ; X, Y, Z die Summen der nach den denselben Axen zer- 
legten Kräfte, welche, wie man sich vorstellen darf, von anderen Molecillen 
auf das eine betrachtete in den Richtungen der Linien ausgeübt werden, 
welche die Massenmittelpuncte jener resp. mit demjenigen des betrachteten 
verbinden. — In wie weit aber die eben angedeutete Vorstellung über die 
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(100a) 


(100b) 


Richtungslinien der zwischen je zwei Molecülen in Wechselwirkung ge- 
äusserten Kräfte berechtigt ist, soll erst im nächsten Capitel zur Unter- 
suchung kommen. — Für jetzt genügt uns der bekannte Inhalt der Trans- 
lationsgleichungen (99), dass »ein Molecül genau so wie ein noch nicht mit 
den characteristischen Molecular-Eigenschaften ausgestattetes Atomensystem 
sich im Raume in der Weise verschiebt, als ob alle nach gewissen festen 
Richtungen zerlegten Kräfte, welche die einzelnen Molecül • Bestandteile 
angreifen, ohne Aenderung ihrer Richtung in den Schwerpunct des ganzen 
Molecüls verschoben wären und diesen Punct, um welchen sich die Atome 
in festem Zusammenhänge ordnen, allein zum Angriffspunct besässen». 

Den bei einer solchen Verschiebung entstehenden Kräftepaaren werden 
wir sogleich die Stellung in anderen Gleichungen anweisen, die ihnen ver- 
möge ihres den Molccularzusammenhang entscheidenden Einflusses gebührt. 

Zur Definition der inneren, d. h. der zum Massenmittelpuncte des 
Molecüls relativen und in den Richtungen der jeweiligen Hauptträgheits- 
axen desselben gemessenen Verschiebungen der einzelnen Atommassenmittel- 
puncte dienen die ersten Gleichungen (1, 2) dieses Capitels. Da wir jedoch 
in Rücksicht auf eine Prüfung unterer Molecular- Theorie an den Erfah- 
rungs-Resultaten diejenige Form der Differentialgleichungen bevorzugen zu 
müssen glauben, wel.che die bei irgend welchen Bewegungen zur Entstehung 
kommende mechanische Arbeit kennzeichnet, ziehen wir es an dieser Stelle 
vor, jene Gleichungen (1) in der Form zu präsentiren : 

mu''du = ifdu mv"dv — //dv mw"dw = Zdw 

worin wir verstehen: unter du, dv, dw die unendlich kleinen, auf die je- 
weiligen Molecül -Hauptaxen projicirten Verschiebungen des Massenmittel- 
punctes irgend eines der n Atome mit der Masse in; unter E', II, Z die 
auf einen solchen Massenmittelpunct und in denselben veränderlichen Axen- 
richtungen wirkenden Kräfte, welche sowohl von den übrigen Atomen 
desselben Molecüls, als auch besonders von denen anderer, nicht allzuferner 
Molecüle ausgehen; endlich unter u“, w" die in den beweglichen 
inneren Axenrichtungen gemessenen Beschleunigungen, wie sie analog der 
rechten Seite von (2) durch (§ 11; 19) definirt sind. Man hat also als 
linke Seiten in den Gleichungen (100 a) gewisse Aggregate von Arbeits- 
elementen, wie: 

,, , d 2 u , , n ,, dw , dv , . dk <11 . . 

dt* v dt dt dt dt 

+ mb (kv + Iw) du — m (k ! + l s ) udu 

Für die n Atome des Molecüles giebt cs also 3n gewöhnliche Differential- 
gleichungen von der Form (100a, b); diese Bewegungsgleichungen werden 
aber, wofern das Atomensystem wirklich in ein beharrliches Molecül über- 
gegangen ist, nach unserer Theorie durch eine der drei Gruppen von 
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»Spannungsgleichungcn« (4a, b, c) ergänzt, welche wir in ihrer neuen 
gleichfalls auf den Begriff der mechanischen Arbeit gegründeten Form in 
den Gleichungen (56a , b, c) zu formulircn nöthig fanden. Wir verbinden 
also mit den 3n Gleichungen (100) für jedes Molecül — zur Unterscheidung 
seiner drei möglichen Modificationen — entweder das erste (A) oder das 
zweite (B) oder das dritte (C) System, von je 3 Spannungsgleichungen: 

fd«„ + dP< a '> + dPW + dPP> + 2(vd£- wd//) + 2’(««dL + aJdM +a?dN) = 0 (ioiA) 
lergänzt durch (52, 53a, 54a, 55a) 

ld$„ + d/7(J> + d/7<‘> + d//w+2(vdZ- wd//) + 2’(« 0 dL + aJdM + ai'dN) = 0 (ioiB) 
lergänzt durch (52, 53b, 54b, 55b) 

fd£„ + d<&(J> + det a 2 > + d<ßP)+ 2(vdZ— wdff) + 2’(«»dL+aodM + al'dN) = 0 (101C) 
lergänzt durch (52, 53c, 54c, 55c) 

Endlich kommen noch für die innerhalb des Molecular- Verbandes fortbe- 
stehende selbeigene Rotation der einzelnen chemischen Atome um ihre 
Massenmittelpuncte die im § 13; 33 gegebenen Differentialgleichungen zur 
äussersten Vervollständigung in Betracht; wir haben demnach: 

A ^-+/M(C — B) — L = 0 

B^ + /A(A— c ) — M = 0 (102) 

C^-+M(B-A)-N = 0 

Diese Relationen enthalten die allgemeinen Gesetze, nach welchen die Dre- 
hungsgeschwindigkeiten /*, k, l der einzelnen Atome um ihre Hauptträg* 
heitsaxen, in Bezug auf welche diese resp. die (verschiedenen) constanten 
Trägheitsmomente A, B, C besitzen, unter dem Einflüsse der aus der 
Ferne her geäusserten beschleunigenden Drehungsmomente variircn. 

Ausser den voranstchenden Grundglcichungen (100, 101, 102) , deren 
wir also die nöthige Anzahl für jedes abgesonderte oder nicht abgeson- 
derte Molecül besitzen, kennen wir noch ein System von drei Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche wir unter dem Namen der »Diffe- 
rentialgleichungen der Drehung eines Atomensystemcs« in § 13; 32 auf- 
gestellt haben. Da nun dieselben unserem Molccularprobleme durchaus 
wesentlich sind, weil sie schon für ein blosses Atomensystem ihre vollbe- 
rechtigte Geltung haben und demnach unseren jetzigen Schlussfolgerungen 
neben den für ein beharrendes Molecül als gütig angenommenen »Spann- 


Digitized by Google 



128 


kraftsintegralen « zur Grundlage dienen sollen, lassen wir sie folgen in der 
alten Form 

~h + ,4-^- + ^-' + kl (r—/i) + kW — IV — A = 0 
dt dt dt ' 

(103) -^k + ß^- + ^ + lh(4-O + lü--hW-.V=0 

~ 1 + /'4!- + ^ + hk (ß -A) + hV' - kü' — A r = 0 
dt dt dt v 

Bezüglich der mechanischen Bedeutung der in diesen Gleichungen enthal- 
tenen kinetischen und dynamischen Functionen bemerken wir nur, dass 
unsere früheren Bezeichnungen und Begriffsbestimmungen (in §. 13) für 
dieselben auch jetzt noch unverändert gelten; wir verstehen also namentlich 
unter A, .)/, X die lediglich von äusseren Kräften hervorgebrachten 
Drehungsmomentc, welche die Rotation und zum Theil auch die innere 
Torsion des als blosses Atomensystem betrachteten Molecüls sich mit einer 
gewissen Beschleunigung vollziehen machen. 

Wir haben es aus triftigen Gründen abgelchnt (§26; S. 80), diese 
Differentialgleichungen (103) denjenigen der inneren relativen Bewegungen 
(100) als eine wesentliche d. h. als eine auf die Definition der hin- 
reichenden und nothwendigen Bedingungen der Moleciil-Bildung berechnete 
Ergänzung an die Seite zu stellen. Und in der That, abgeleitet aus den 
Bewcgungsgleichuugen (1) zunächst durch »Bildung der drei aus den Kräften 
und intramolccularen Coordinaten für jedes einzelne Atom denkbaren Deter- 
minanten« und »Summation aller derartiger Resultate für je eine der Mo- 
lecül-Hauptaxen«, können diese Gleichungen (103) nicht anders betrachtet 
werden, wie als eine möglicherweise zur Integration geeignete Zusammen- 
fassung der analytisch-mechanischen Merkmale der inneren relativen Bewe- 
gungen eines blossen Systemes, welches noch nicht die besonderen Molecular- 
Eigenschaften angenommen hat. Wenn wir dennoch die Gleichungen (102), 
welche, wie § 13; S. 35 angedeutet wurde, aus (103) durch gewisse Vor- 
aussetzungen abgeleitet werden können, als vollwichtige Differential- 
gleichungen jetzt hierher genommen haben, um durch sie die »sei bständige 
Rotation der einzelnen chemischen Atome innerhalb des Molecular-Verbandes« 
genau zu definiren, so durften wir dies grade aus demselben Grunde thun, 
aus welchem wir die Gleichungen (103) als untauglich zur mathematischen 
Definition des Ueberganges verwerfen mussten, den ein durch irgend welche 
Umstände einmal zur inneren Wechselwirkung gelangtes Atomensystem 
unter günstigen, durch die >Si>annungsgleichungen« definirten Umständen 
bis zur Vollendung des stationären Molecularzustandcs in sich erfährt 
Denn eben dadurch, dass wir jedes chemische Atom als ein starres Mo- 
nadensystem betrachten, werden die Gleichungen (102) dazu geeignet, uns 
die Gesammtheit aller derjenigen Differentialgleichungen vertretend darzu- 
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stellen, welche sich sonst für alle in ihrer Vereinzelung gedachten Monaden 
eines Atomes zur Definition derjenigen Bewegungen aufstellen Hessen, welche 
von diesen unveränderlich mit einander verbundenen Monaden in Bezug 
auf eine einzige unter ihnen ausgeführt werden, die grade — irgendwann 
und dann für alle Zeit — zum Massenmittelpuncte des Atomes wurde. Wenn 
ferner eben wegen der unveränderlichen Anordnung aller Monaden eines 
Atomes keine gespanntere Forderung gestellt werden kann, als: »die selb- 
ständigen Rotationsgeschwindigkeiten eines Atomes und die Richtungscosinus 
seiner Hauptaxen in Function der Zeit zu bestimmen«, so lässt sich we- 
nigstens behaupten, dass die drei Gleichungen (102) zur vollständigen ana- 
lytischen Grundlage dieses Problemes dann ausreichen würden , wenn die 
Kräftepaare L, M, N als Functionen der Zeit gegeben wären. Nicht so 
dagegen die Gleichungen (103), welche, wenn man auch die Drehungs- 
momente A, .!/, A r als gegebene Functionen der Zeit betrachten dürfte, eine 
übcrgrossc Anzahl von zu bestimmenden kinetischen Functionen einschliessen, 
nämlich: die 3 Rotationsgrössen (§ 14; 43), ferner die 3 Torsionsgrössen 
(§ 14; 38), endlich die 3 RotationsgeschirindigJceiten (§11; 11). Aber ein 
System von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung, wie 
es dann die Gleichungen (103) für die genannten 9 Grössen werden, welche 
selbst wieder als kinetische Functionen (oder als Differentialausdrücke) 
erster Ordnung definirt wurden, ist durchaus unzureichend, dieselben als 
Functionen der Zeit vollständig bestimmt auch nur zu denken. 

Nun hatten wir aber seit dem Anfang dieser Untersuchungen nicht 
im entferntesten die Absicht, auf die Einzel-Bestimmung der in übergrosser 
Anzahl vorhandenen Veränderlichen zu dringen; vielmehr beherrschte uns 
nur der bei weitem realistischere Gedanke, diejenigen kinetischen und dy- 
namischen Functionen, von welchen alle denkbaren mechanischen Arbeits- 
leistungen bei chemischen Molecülen abhängen, in ihrer den wahrnehm- 
baren und messbaren Totaleind ruck bestimmenden Gesammtheit 
aufzusuchen, sie dann genau begrifflich und calculativ zu bestimmen und 
endlich aus den durch Umbildung der alten gewonnenen neuen Principien 
der Molecular-Mechanik Systeme von Grundgleichungen zu formuliren, die 
kraft ihrer in vollster Strenge und Allgemeinheit durchgeführten Entwicke- 
lung die ursächliche Erklärung der thatsächlichen Wirklich- 
keiten der Chemie- Physik zu liefern im Stande wären. 

Dessbalb verfolgten wir den Gedanken, dass auch die aus den Centri- 
fugalkräften entspringenden mechanischen Arbeitsgrössen zu untersuchen 
seien, bis zu dem Wendepuncte der Erfindung unserer Spanukraftsintegrale 
(5a, b, c), welche im Falle der Erfüllung der entsprechenden Spannungs- 
gleichungen (4a, b, c oder 101 A, B,C) d. h. im Falle des beharrlichen 
Bestehens eines chemischen Molecüls die Grundgesetze derjenigen noth- 
wendig periodischen Variationen enthalten müssen, deren die centrifugale 
Energie desselben fähig ist. 

Weiter, Untersuchungen Uber Moleculermecheuik. g 


Digitized by Google 




130 


In Rücksicht auf die besondere Form der Spannkraftsintegrale bilden 
wir jetzt aus den Gleichungen (102) und (103) ein anderes System von 
Relationen, welches ebenso wie jene die Gesammtheit aller zu Atomen 
unveränderlich verbundenen Stoffmonaden eines Molecüls umfasst. 

Wir multiplicireu nämlich die Gleichungen (102) zuerst der Reihe 
nach mit den Cosinus a 0 , «J, a" derjenigen Winkel, welche die drei Haupt- 
axen eines Atomes mit der ersten Hauptaxe des Molccüles machen und 
bilden die Summe aller derartigen Gleichungen für alle Atome desselben 
Molecüls; das Resultat, welches sich allein auf die u-Axc des Molecüls be- 
zieht, fügen wir zur linken Seite der ersten Gleichung (103) hinzu und er- 
halten so den Ausdruck 

L = -^-h-M-^-+ ^ + kl (/’—«) + kW -IV' 
dt dt dt 

(104 a) + 2 {aoA + Ö " B Tt' + “» C IT I + 2 ' { a oW(C-B) + a' 0 lh (A-C) + a'Jhk (B - A)} 
— A — 2(aoL + «JM + oS'N) 


(104 b) 


(105 a) 


(105 b) 


Diesem Ausdruck L entsprechen zwei andere ähnliche Aggregate M, N be- 
züglich der v-, w-Axe, die wir in ähnlicher Weise gebildet denken. Dann 
giebt es drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, nämlich: 

L = 0 M = 0 N = 0 

welche unter Abstraclion von den characteris tischen Moleculareigemchaften 
gleichzeitig zur Erfüllung gebracht werden sowohl durch die Rotation des 
Atomensystemes, an welcher alle seine (auf ihre Massenmittelpuncte reducirt 
gedachten) Atome gleichen Antheil nehmen und die (in Abweichungen von 
der gemeinsamen Rotation bestehende) Torsion gewisser Atome, als auch 
noch besonders durch die selbständige Rotation der in gewissem Maasse 
ausgedehnten chemischen Atome um ihre Massenmittelpuncte. 

Nun aber bestehen nach unserer Theorie die characteristischcn Eigen- 
schaften eines beharrlichen chemischen Molecülcs, das sich aus einem Atomen- 
system entwickelt hat, im Grunde darin, dass in der ersten seiner Modifi- 
cationen z. B. für dieselbe u-Axe nach (§ 25 ; 101 a) der Ausdruck 

G, = iMh + ki(r-ß) 

+ 2 {ajcl (C — B) + allh (A - C) + a’o'hk (B — A)} 

— A — 2 (a 0 L + a«M + oo'N) 

einen periodisch mit der Zeit veränderlichen Werth annimmt und zwar 
nach der Formel 

G„ = Cu + C‘a‘ + C"u" = C.cos (C, u) 
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nur von gewissen Constanten und den Richtungscosinus der u-Axe des 
Molecüleä abhängt. 

Folglich besteht für jedes chemische Molecül (in seiner ersten Modifi- 
cation) ein neues System von drei Relationen, analog der ersten unter 
ihnen, die wir erhalten, indem wir »die totale, theils von der wirklichen 
Bewegung, theils von den wirkenden Kräftepaaren herrührende centrifugale 
Molecular- Energie in Bezug auf die u-Axc« d. h. den Ausdruck (105a) 
nebst seinem für die Dauer der Beharrung des Molecüles geltenden Werthe 
(105b) von der linken Seite (104a) der ersten unter den Relationen (104b) 
in Abzug bringen. So entsteht das neue Aggregat 

s-iir 1 '« ■4r + Tf + kW , -,v' 

+ 4-*T + “ iB Tr + ‘ 4 'c-jr} 

welches, einfacher als (105a) weder »die durch die Rotation des Molecüls 
um seine u-Axe entwickelte centrifugale Energie« (9), noch »die auf dieselbe 
Molecül-Hauptaxe projicirten Spannkräfte der selbständigen Drehungen aller 
seiner einzelnen Atome« (11) mehr enthält. Aber ungleich wichtiger ist der 
Umstand , dass auch diejenigen der Kräftepaare (14) und der Drebungs- 
momente-Summen (15), welche auf dieselbe Axe gehen, aus jenem Ausdruck 
der »totalen centrifugalen Energie um die u-Axe* jetzt beseitigt worden 
sind. Also hat der Rest (106a) , begleitet von den ihm analogen Aggre- 
gaten, stets den Werth: 

g„ = — (Ca + C'a' + C“a") = — C . COS (C , u) 
g r = — (Cß + C'ß‘ + C“ß“) = - C . cos (C , v) 
g, = — (Cr + c y + C"r") = — c . cos (C , w) 

Ferner hat für den inneren beharrlichen Molecular -Bewegungszustand in 
seiner zweiten Modification nach (§ 25; 101b, a) die um die u-Axe wirkende 
totale centrifugale Energie 

~ h + kl (r — Ö) + kW' — IV' 

+ 2 {aoM (C — B) + a!Jh (A — C) + ai ’hk (B — A)} 

— A — 2 (a 0 L -f- aJM + ali'N) 

stets den periodischen, mit denselben Winkelcosinus variirenden, aber etwa 
von anderen Constanten abhängigen Werth 

A„ = A’a + A V + A"a” = K cos (K,u) 

9 * 


(106 a) 


(106 b) 


(107 a) 


(107 b) 
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Subtrahirt von (104a) liefert dieser Spannkrafts-Ausdruck (107a) ein mit (106a) 
correspondirendes neues Aggregat ' 


(108 a) 


x a 


1 d.4 

2 dt 


h + A 


dh 

dt 


+ 


(IIP 

dt 



d h 
dt 


+ aiB 


dyfc 

dt 



welches, verbunden mit den in Gedanken gebildeten, den beiden anderen 
Moleciil - Hauptaxen ungehörigen conformen Aggregaten, den Beziehungen 
, gehorcht: 

X a = — (ha + h‘a‘ + h'“a") = — K cos (K,u) 

(108 b) Ä T = — (hß + K‘ß‘ + K"ß") = — K cos (K , v) 

X w = — (A> + AV + A'“y") = — K cos (K , w) 


Endlich gelten für die dritte Modification der einem Molecille eigeuthttm- 
lichen stationären inneren Bewegungen nach (§25; 112 u. 101a) drei Re- 
lationen, deren erste dem Spannkrafts-Ausdruck 


(109 a) 


T^jf+kl (r— fl) + 1 (kW' -IV') 

+ (C — B) + a'„lh (A — C) -r u 0 'hk (B — A)} 


den von einer dritten Constanten-Reihe abhängenden periodischen Werth 
(109b) «u = €a + CV + C"o" = ©cos(©,u) 


für die Dauer der Beharrung des Molecüles anweist. Und dieser Ausdruck 
(109a), gleichfalls von dem Aggregate (104a) in Abzug gebracht, ergiebt 
den Rest 


(110 a) 




+ 2'{« 0 A ^--t-^B^+oi' 0 -|£} 


und dann noch filr sich und die beiden ihm ähnlichen Reste die Relationen : 

X a = — (€a + «V + C"a") = — « cos (« , u) 

(HOb) X, = — (€ß 4- €'ß‘ + <L“ß") — — 6 cos (@,v) 

X w = — (C;- + CV' + €"y") = — <£ cos (© , w) 

Als vollzähliges System der Grundgleichungen unterer Theorie der Varia- 
tionen der inneren mechanischen Energie eines chemischen Afolecület be- 
trachten wir jetzt 
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I. die Gleichungen (100), welche ganz besonders die bei der Verschiebung 
der Atommassenmittelpuncte in den Richtungen der in ihm beweg- 
lichen Hauptaxen des Molecttles geleistete Arbeit bestimmen. 

II. die eine oder die andere Gruppe von Spannkraftsintegralen (105 b, 
107b, 109b), welche die durch den Molecularverband den inneren Be- 
wegungen eines Atomensystemes auferlegte Beschränkung definiren. 

III. die eine oder die andere (der vorigen entsprechende) aus den neuen 
Formelgruppen (106b, 108b, 110b) deren jede — für eine gewisse 
Art des intramolecularen Bewegungszustandes — vornehmlich die Be- 
schleunigungen determinirt, welche die Gesammtrotation des Molecüles 
und die für jedes Atom besondere Torsion und Eigenrotation er- 
fahren dürfen, wenn sie den Molecularverband nicht gefährden sollen. 
Endlich dienen noch zur Definition derjenigen Veränderungen, welche 

die äussere mechanische Energie eines Molecüls erleiden kann, die bisher 
bei molecular- mechanischen Problemen vorzugsweise zu Grunde gelegten 
Differentialgleichungen (99), welche für die absolute Translation des Massen- 
mittelpunctes eines (mit anderen in gewisser Weise aggregirten) Molecüles 
immer giltig bleiben. Desshalb ist auch die bei der absoluten Verschie- 
bung des Massenmittelpunctes eines Molecüles geleistete Arbeit zu be- 
stimmen durch die aus (99) in bekannter Weise abgeleitete Formel: 

M {— dx + $dy 4 -g- dz) = Xdx + Ydy 4 Zdz (111) 


Indem wir aber hier hauptsächlich die Veränderungen des inneren Be- 
wegungszustandes eines Molecüles untersuchen, addiren wir, um dafür 
die nöthigen Bestimmungsgleichungcn zu erhalten, zuerst die für jedes 
Atom des Molecüls bestehenden drei elementaren Arbeitsausdrücke (100 b) 
und bilden die Summe aller Resultate für alle in jenem enthaltenen Atome. 
Beachten wir dabei die auf S. 46 schon gemachten Bemerkungen, so er- 
giebt sich — jedoch nur für die Molecül-Hauptaxen — die neue Relation : 


v 1 d 1 “ a , d 2 v d 2 w , 

iml^du-f-gp-dv+^dw} 

+ {dh.U‘ -f-dk.V -fdl.W 1 } 


( 112 ) 


--i{d,f.h 2 4dtf.k 2 4dF'.P} = E {Sdu + /7dv 4 Zdw} 

Zweitens projiciren wir den Ausdruck (105a) , also, »die totale centrifugale 
Energie des Molecüls in Bezug auf dessen u-Axe« und die ihr analogen 
Spannkräfte auf die augenblickliche Rotationsaxe des Molecüls, welche 
letztere mit dessen Hauptaxen Winkel von den Cosinus h:6, k:6, 1:6 
bildet; in der Summe dieser Projectionen erhalten wir also »die centrifu- 
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gale Energie des Moleciils in Bezug auf seine Drehungsaxc« , d. h. die 
Grösse 

G = -^ (hG 0 +kG r + lG.) 


von dem Werthe 


(113a) 


G = 



-Jr- b 1 + k 1 + 
dt dt 



+ -i- Z {ho.W (C — B) + ko. M (A — C) + U.hk (B — A)} 
(h/i + k »/ + 1A) — -i- 2’(h 0 L + k 0 M + 1 0 N) 


indem wir zugleich durch die für jedes Atom besonderen Grössen 

ho = «oh + ftt,k + ko = ajh -f ßok + j-& 1 lo = «oh + ySJ'k + j'o'l 

»die in den Richtungen der Hauptaxen jedes einzelnen Atomes geschätzten 
Componenten der einen resultirenden Rotationsgeschwindigkeit 8 des ganzen 
Molecüls« reprfisentiren. Der periodische Werth jedoch, welchen der Spann- 
krafts-Ausdruck (113a) für ein unversehrtes Molecül beständig hat, ist 
nach (105b) gegeben durch: 

(113b) G = -L (Cb, + C'k, + C"l.) = C cos (C, 8) 


wenn wir unter h„ k r , 1. »die auf Axen von fester Richtung bezüglichen 
Componenten von 0* mit steter Rücksicht auf die vielfache Gleichheit 

(114) ^h’ + k’ + l 1 = h’ + kj-f 1* = h* + kj + lj 

verstehen und zugleich das Spannkraftsmaximum (28) und den Winkel (C , 0) 
einführen, welche die Hauptspannkraftsaxe des Molecüls (für die hier in 
Frage stehende Art seines inneren Zusammenhanges) mit der Drehungsaxe 
desselben bildet. 

Jetzt aber sehen wir, dass die für die beiden anderen Arten des 
stationären inneren Molecular-Bewegungszustandes angegebenen Spannkräfte 
(107a, 109a) in der Summe ihrer Projectionen auf die Molecül-Rotationsaxc 
eine Grösse liefern, die sich von dem Aggregate (113a) gar nicht mehr 
unterscheidet 

Folglich kann der Unterschied der beiden anderen Molecül ■ Modifi- 
cationen von der ersten — wenn wir ein Molecül im Raume betrachten, 
ohne auf die besonderen Lagen seiner Hauptaxen und ohne auf die Werthe 
der durch Rotation und Torsion um diese Axen entirickelten Spannkräfte 
Rücksicht zu nehmen — einzig darin bestehen , dass in den periodischen 
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Werth (H3b) statt C nur die etwa andersicerthigcn Spannkraft smaxima 
K (30) oder (S (32) und die vielleicht nach anderen Gesetzen mit der Zeit 
veränderlichen Winkel (K , 8) oder (® ,ö) eingehen, welche in diesen Fällen 
die Hauptspanttkraftsaxe des Moleciiles mit seiner Rotationsaxe machen 
könnte. 

Demnach dürfen wir den Ausdruck (113a) für alle Fälle 
bezeichnen als »die totale ccntrifugale Energie eines che- 
mischen Molecüls in Bezug auf seine jeweilige Drehungsaxe«. 
Derselbe enthält überhaupt nur erste Differentialquotienten 
und die ihnen zu Grunde liegenden ursprünglichen Veränder- 
lichen. Die Grenzen seiner Variation sind für die Dauer der 
Existenz des Molecüls constant und diese Variation darum 
nothwendig periodischer Natur. Wir betrachten dieRelation 
(113b) als Ausdruck des den dynamischen Beharrungszustand 
eines chemischen Molecüles beherrschenden Grundgesetzes 
der Erhaltung seiner centrifugalen Energie. 

Wir werden die Bedeutung des ersten Theils der Grösse (113a), in welcher 
keine Coordinatenrichtung mehr vor den übrigen bevorzugt ist, und von 
welcher daher das absolute Verhalten eines Molecüls im Raume abhängt, 
in diesem § in gebührender Weise zu würdigen versuchen. 

Wenn wir die drei Aggregate von der Form (106a) oder (108a) oder 
(110a) auf dieselbe Drehungsaxe projiciren und die Summe der drei Pro- 
ducte nehmen, ereignet sich ähnliches, indem in allen drei Fällen derselbe 
Ausdruck resultirt: 


a ~ 1 / iLl h 2 4 - -f i4 + -i — ! 

* - 29 l dt “ + dt K + dt / 9 l 


dt dt dt 


+ -|-{h 


dU‘ 

dt 


, , dV' .dW'l 

+k “dr +1 ün 


(115a) 


+ 4 2 'K A T +k - B T + l -°-ar) 


Aber die möglichen Veränderungen dieser Grösse sind stets, so lange das 
Molecül in seiner unversehrten mechanischen Verfassung beharrt, an die 
Relation gebunden: 

§ = — C.cos(C,0) 

auf deren rechter Seite sich der Unterschied der drei Molecül-Modificationen 
wieder durch verschiedene Werthe der Constante C geltend machen kann. 

Wir dürfen es also als eine characteristische Eigenthiimlichkeit des 
inneren regulativen Mechanismus eines Molecüls , icie es auch immer modi- 
ficirt sein möge , betrachten, dass seine augenblickliche Drehungsaxe sich 
immer gegen seine Uauptaxen in einer solchen Lage einstellt, dass die 


(115b) 
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unter (9) und (12) erörterten Spannkräfte der Rotation und Torsion in 
Bezug auf jene Rotationsaxe eine centrifugale Energie ergeben, die iden- 
tisch Null icird. 

Es geziemt sich ferner in den Relationen (111, 112, 113b, 115b), 
um sie in ihrer characteristischen Form noch gedrängter darzustellen, die 
den wirklichen Bewegungsarten entsprechenden Energie-Differenti ale 
zu unterscheiden: 


dT = M j 


d 2 x , d 2 y , , d 2 z 

d? dx+ dy+ dii- 


, \ M |. dx 2 , dy 2 . , dz 2 1 

dz} W 0 T=- r {( lr ) + (-gf) +( lr )| 


(116) 


v l a^u , , d 2 v , rw, \ .. in |, du x 2 , , dv * .(Iw*! 

d r = 2m W du + d? dv + d ? dw / wo H V-dT> +( ^r )+( ir ) / 

AP, = i (d^ . h 2 + AH . k 2 + dF. 1») 

AP* = /fhdh + Äkdk+ridl 


AP, = h.dü' + k.dV' + l.dW‘ 
AP* = dh.U' + dk.V' + dl.W' 


und rücksichtlich der vier letzten Elemente noch zn setzen: 

AP = AP, + AP* und AE = AP, + AE, 

(116) wobei /'=i-(ifli 2 + ßk 2 + n*) und E = U'h + V‘k + W'l 

Dann müssen wir (im Rückblick auf die mechanischen Begriffsbestimmungen 

im § 18) definiren: 

dT als die unendlich kleine Aenderung der äusseren Bewegungsenergie T 
des Molectlles; 

dT als die unendlich kleine Aenderung desjenigen Theiles T der inneren 
Bewegungsenergie des Molecüles, welcher in der lebendigen Kraft der 
zu seinem Massenmittelpuncte und seinen als ruhend gedachten Haupt- 
axen relativen Translation aller seiner einzelnen Atome besieht; 

AP, als eine unendlich kleine partielle Aenderung der (gleichfalls zur in- 
neren Bewegungsenergie zu rechnenden) lebendigen Kraft der Rotation P 
des Molecüles, vorausgesetzt jedoch, dass dieser Zuwachs nur 
von den Aenderungen der Ausgedehntheit des Molecüles 
herrührt; 

AP, dagegen als ein solcher unendlich kleiner partieller Zuwachs derselben 
molecularen Rotationsenergie P, welchernurdurchdieBeschleu- 
nigung der Umdrehung des Molecüls hervorgerufen wird; 

AE, als eine solche unendlich kleine partielle Aenderung, welche die leben- 
dige Kraft P der intramolecularen Torsionen dann erfährt, wenn sich 
nur dieAbstände der einzelnen A tommassenmittelpuncte 
von denMolecül-Hauptaxen und die besonderen Torsions- 
geschwindigkeiten derselben Schwerpuncte verändern; 

AP, dagegen als denjenigen unendlich kleinen partiellen Zuwachs der in- 
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tramolecularen Torsionsenergie E, welcher allein von einer Be- 
schleunigung der Rotation des ganzen Molecüles herrührt. 
dP resp. dH als die vollständigen oder totalen unendlich kleinen 
Aenderungen der lebendigen Kraft der Rotation resp. Tor- 
sion des Molecüles. 

Indem wir von diesen Definitionen Gebrauch machen und die Rela- 
tionen (1 11) und (112) unverändert wiedergeben , dagegen die Gleichungen 
(113b) und (115b) mit 9 multiplicirt denken, können wir die Fundamen- 
talgleichungen der M o 1 e c u 1 a r m e c h a u i k cbenmässig also dar- 
s teilen: 

a) dT = Xdx + Ydy + Zdz 

b) d T+ df w — d l\ = 2 { idu + //dv + 2dw} 

c) d/' r + dQ = Jdu + .Vdv + .Vdw -f Cdu, 4- C'dv, + C"dw, (1 1 7) 

+ 2 |Ldu 0 + Mdv.j + NdWuJ 

d) dP+ d Ey + dR« = — {Cdu, + C‘dv y + C"dw, } 

Hier haben wir auf den linken Seiten noch ausser (116) zur Abkürzung 
gesetzt : 



du 0 

. dv« , 

, dw„ 


ho , 

ko , lo 

a) dQ = 2 

h 

, k 

, l 

= Q'.dt b) Q' = 2 

h . 

, k , l 


kh 

, BA 

, ci 


kh 

, Bk , CI 


c) dR 0 = 2 {h 0 . AdA + k 0 . Bd/t + 1 0 . Cd/} 


Auf den rechten Seiten von (117) aber sind aus Gründen der Kürze und 

Gleichförmigkeit die Winkclelemeute eingefUhrt: 

du = hdt du, - h,dt 

a) dv = kdt b) dv y = k y dt 
dw = ldt dw, = l,dt 

Es bedeuten also 

du, dv, dw die Winkelelemente, um welche je eine der drei Hauptaxen- 
Ebenen des Molecüls sich in einem Zeitelement um die zu ihr normale 
Axe dreht; 

du,, dv y , dw, die ganz analogen Umdrehungswinkel -Elemente, welche be- 
schrieben werden, wenn die Rotationsgeschwindigkeit 8 des Molecüles 
nach drei durch seinen Massenmittelpunct gehenden, aber den festen 
Axen stets parallelen Axen zerlegt gedacht wird; 


du«, =.- h 0 dt 
c) dv u = k 0 dt 
dw 0 = l«dt 


(119) 
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du 0 , dv„, dw„ die wiederum analogen Rotationswinkel Elemente, welche 
durchmessen werden, wenn dieselbe eine Rotationsgeschwindigkeit ft 
nach Axen, welche den drei Hauptaxen jedes besonderen Atomes 
parallel sind, zerlegt gedacht wird. 

Wir haben aber wegen (114) jederzeit die Gleichungen 

h A + k 31+ 1 A r = ft K m cos (K m , ft) wo K m = i .R + ,V* + .V 2 

(120) h 0 L + k 0 M + loN = ftK. cos (K. , ft) wo K. = v'L 1 + M J + N 1 

h,C + k r C'+l,C"= ftC cos (C, ft) wo C =1 C 1 + C' i -PC"* 

vermöge deren sich die resultirenden Drehungsmomente K m und K« ein- 
ftlhren lassen; davon ist K m einzig für je ein Molecül vorhanden und wird 
auf dasselbe von anderen hinreichend nahen Molecülen geäussert, wogegen 
die Kräftepaare K, , in gleicher Anzahl mit den Atomen des betrachteten 
Molectils vorhanden und auf dieselben einzeln ausgeübt, sowohl dem Innern 
des Molecüls wie auch seiner Umgebung entstammen können. 

Es empfiehlt sich, auch für die Elementar- Arbeiten der in Wechsel- 
wirkung geäusserten Kräfte und Drehuugsmomente, um so die fundamentale 
Bedeutung der Relationen (117) in’s rechte Licht zu stellen, einfachere Be- 
zeichnungen mit dem Hinweis auf (120) eiuzuführen. Wir setzen: 


a) 

dV, 

= Xdx + Ydy + Zdz 

Rn, . 

. cos (R m 

,s').s‘dt 

b) 

dc .,« 

= 2' {.-du + H&s + £dw} = 

M 

C5 

«N 

cos(R., 

a ') . <r'dt 

(121)®) 

d^jn.r 

= .ldu + ,1/dv + .Vdw = 

K m . 

cos (K m 

, ft) . ftdt 

d) 

dL .,r 

= I {Ldu„ + Mdv 0 + Ndw„} = 

i'K. 

,.cos (K, 

, , ft) . ftdt 

. e) 

d© m 

= Cdu. + C'dv y 4- C"dw. = 

C 

. cos (C , 

ft), ftdt 


Zur eindringlichen Erklärung der Bedeutung dieser Elementar - Arbeiten 
gestatten wir uns noch die ausführlichen Definitionen: 
dC m( ist diejenige unendlich kleine Arbeit, welche verrichtet wird, indem 
alle äusseren Kraftcomponenten X, Y, Z den Massenmittelpunct 
des Moiecüles, in welchem Puncte die ganze Masse des letzteren con- 
centrirt zu denken ist, in ihren Richtungen bezüglich um die Strecken 
dx, dy, dz verschieben, oder auch, indem die Resultante R m aller das 
Molecül angreifenden äusseren Kräfte, gegen die Richtung der Ge- 
schwindigkeit s' seines Massenmittelpunctes unter dem Winkel (R m , s') 
geneigt , diesen Punct um die Strecke ds = s'dt mit Beschleunigung 
fortbewegt; 

dl.,, ist die Summe aller derjenigen Elementar- Arbeiten, welche geleistet 
werden, indem die für jedes Atom besondere Resultanten., gegen 
die Richtung der Geschwindigkeit a‘ des Scbwerpuuctes dieses Atomes 
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unter dem Winkel (R. , o') geneigt, diesen Punkt um die Strecke 
da = o'dt mit einer gewissen Beschleunigung gegen den Massenroittel- 
punct des Molcciils verschiebt; 

d£ m , r ist diejenige unendlich kleine Arbeit, welche dadurch geleistet wird, 
dass die Resultante K m der auf das Molcciil wirkenden Drehungs- 
momente, — ein resultirendes Moment, dessen Axe von der Rota- 
tionsaxe jenes um den Winkel (K m , ©) abweicht — dasselbe den Winkel 
©dt um diese Drehungsaxe durchlaufen macht; 
dL,. r ist die Summe aller derjenigen Arbeits- Elemente, welche bei der 
selbständigen Drehung der Atome in dem Falle verrichtet werden 
würden, wenn jedes einzelne an einem bestimmten Atome angebrachte 
resultirende Drehungsmoment K., dessen Axe mit der jeweiligen Dre- 
hungsaxe des Molccüles einen Winkel (K», ©) bildet, das von ihm an- 
geregte Atom um eine Transversale seines Massenmittelpunctes durch 
denselben Winkel ©dt rotiren machte, den das ganze Molecül in dem- 
selben Zeitelemcnt um seine eigene Drehungsaxe in Wirklichkeit be- 
schreibt. 

dC m muss als diejenige elementare Arbeit betrachtet werden, welche gegen 
die zur Bildung und Erhaltuug des Molccüles nöthigen constanten 
»chemischen Momente« C, C\ C“ insofern verrichtet werden, 
als diese Momente, in dreien mit dem Molecüle immer sich selber 
parallel fortgetragenen Ebenen angebracht, dasselbe in denselben un- 
veränderlich gerichteten Ebenen um die Winkelelemente du,, dv„ dw, 
durch beschleunigende Kräftepaare anderweitig gedreht finden, so dass 
von diesen Drehungsmomenten in derselben Weise gegen jene gear- 
beitet wird, wie wenn die an einem Orte constante Schwerkraft über- 
wunden wird. Es haben aber diese für jedes Molecül nach seiner 
Natur besonderen, unveränderlichen »chemischen Momente«, wie wir 
jene Integrationsconstanten nunmehr nennen wollen, nach (§ 25; 94a, b 
und 116) im Falle der Erfüllung der Spanuungsglcichungen gewisse 
Werthe, die wir definiren müssen durch 

[aG„+/?G T +rGw] t = 0 C' = [a'G u + j-'G.] , _ 0 C" = ta''G o + / 9''G T +r"G.] t=0 ( 22) 

Kommt es nämlich zu irgend einem Zeitpuncte dahin, dass die »Spannungs- 
gleichungen« erfüllt werden, dass also die Bildung eines Molccüles aus einem 
blossen Atomensystem zum Abschluss gelangt ist, so bestehen für diesen 
Zeitpunct, den wir als den Anfangspunct (t = 0) der zeitlichen Beharrung 
desselben betrachten müssen, ganz bestimmte Werthe der Coordinaten und 
Geschwindigkeiten der Bestandtheilc des einen betrachteten und derjenigen 
anderer auf dasselbe wirkender Molecüle. Aus diesen besonderen Wertben 
mittelst der Definitionsformeln (122) entwickelt, repräsentiren uns die »che- 
mischen Momente« C, C‘, C" constante Grössen, deren Werthe, gegeben 
durch den einmaligen Zustand der wirklichen Bewegung und die gleicb- 
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zeitigen Positionen der Bestandtheile aller in Betracht kommenden Molecüle, 
für das fernere Verhalten des Molecüls characteristisch sind. 

Mittelst der Arbeitselemente (121) nehmen also die Grundgleichungen 
(117) die übersichtlichere Gestalt an: 

ilT = d£ m , t 
diT+dA'w — d/' T = d£», t 

d/» + (!Q= 0^,, + dL», r + d© m 

d/'-f d/.V + dB« = — dS, u 

Von diesen Relationen gelten die beiden ersten (a, b) vermöge des d 'Alembert- 
schen Princips allein, die dritte (c) ist der nur in der erforderlichen Weise, 
modificirte Ausdruck des (unter Bedingungen bestehenden) Grundgesetzes 
der Erhaltung der »centrifugalen Energie um die jeweilige Drebungsaxe«r 
die vierte (d) enthält die besonders charactcristischen Eigenschaften der 
gemeinsamen und selbständigen Drehung der Atome eines in seiner Bildung 
abgeschlossenen Molecüls. 

Man erkennt, dass die Relationen (123) die Gesetze enthalten, 
welche die Werthveränderungen derjenigen Theile der me- 
chanischen Energie eines Molecüls beherrschen, die von 
allen seinen einzelnen möglich en Bewegungsarten herrühren. 
Man ersieht sogleich, dass im Allgemeinen jede Kräftc-Einwirkung 
— ausgenommen die Wirkung der den Schwerpunct des Molecüles an- 
greifenden Kräfte — eine gewisse Veränderung der inneren An- 
ordnung der Atome zur Folge haben muss, weil das zur Messung 
einer solchen Acnderung ganz besonders bestimmte Differential d/\ (119c) 
in jeder der drei letzten Formeln (123) auftritt. Diese Differential- 
gleichungen repräsentiren uns also die Resultate einer ge- 
wissen, auf das Princip der Spannkraftsintegrale (als auf ihre 
wesentliche Vorbedingung) gestützten Zerlegung derjenigen Einen 
Differentialgleichung, aus welcher man dasTheorem der Er- 
haltung der Energie im Falle eines abgesonderten Systemes 
von Atomen erschlossen hat, sei es dass man deren absolute 
Bewegung betrachtet, sei es dass man nur a uf deren zu ihrem 
Schwerpuncte relative Bewegung Rücksicht nimmt. 

Und in der That, erst diese Zerlegung giebt der immer von uns fest- 
gehaltenen strengen Sonderung der verschiedenen inneren Bewegungsarten 
eines Molecüles ihren Werth; denn ohne diese Theilungsresultate würde 
eine so peinliche Unterscheidung der Bewegungsvorgänge gar nichts zur 
Aufklärung über die Gesetze beitragen, nach denen die Theile der 
einem Molecüle verliehenen mechanischen Energie sich in 
einander umsetzen, wenn dieUmgebung desselben Zustands- 


( 123 ) 


a) 

b) 

c) 

d) 
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Änderungen erfährt oder wenn dasselbe in andere zu ihr re- 
lative Lagen übergefilbrt wird. 

Addirt man sämmtliche Gleichungen (123), so wird nach (116) die 
Summe ihrer linken Seiten 


dT + <1T+ d E t + d E w + dP, + d P, + dQ + dR„ 
= dT + d<T+ dp +dP +dQ + dRo 
= dF + dQ + dRo — dR 


(124a) 


worin F (§ 18; 16) die »totale lebendige Kraft des Molecüls« und R (§ 18; 15) 
die »Summe der lebendigen Kräfte der selbständigen Rotationsbewegungen 
der einzelnen, räumlich getrennten Atome« darstellt. 

Man sicht zugleich, wie aus der Summe der rechten Seiten derselben 
Gleichungen (123) das A r b e i t s e 1 e m e n t dS m (121e) herausfällt, 
welches von der fortdauernden Verbindung der Atome zu 
einem Moleciilc herrührt, und man gewinnt die von den beschleu- 
nigenden Kräften und Drehungsmomenten geleistete elementare Gesamint- 
Arbeit de in der Summe 

d£ = d£ m ,t + d£.,t + d£ m . r + dL», r (124b) 

deren letzter Theil jedoch nicht die wahre, bei den selbständigen Drehungen 
der Atome von den Drehungsmomenten L, M, N verrichtete Arbeit darstellt. 

Allein es ist wichtig, zu bemerken, dass dieselbe Bedingung, welche jeden 
einzelnen Theil der Determinanten Summc Q' (118a) und damit die elemen- 
tare Energie dQ (118 b) verschwinden macht, gleichzeitig das Energie- 
Element dR 0 (118c), von seinem Vorzeichen abgesehen, in das Differential 
dR der eben genannten Summe R verwandelt. In der That, wenn für 
jedes einzelne Atom innerhalb des Molecüls und für eine gewisse, möglicher- 
weise von Atom zu Atom variirende Zahl p die Beziehungen stattfänden, dass 

aoh + /9 u k + fol = p . h «(h + ,%k f ;-ol = p . k ai'h + $'k r fi'l = p. / (123a) 
oder, was dasselbe ist, dass 

“ = aji + a'ok + <4!l = ßji -1- ß'uk + ß’o'l — = yji + /„k + f u 'l (125b) 

wäre : so müsste Q' = 0, d. i. dQ = 0 werden. Durch diese Bedingungen 
wird aber nur gefordert, dass lediglich die absoluten Werthe der selbeigenen 
Rotationsgeschwindigkeiten li, k, l eines Atomes für die Dauer seines Ver- 
harrens in dem Molecular - Verbände proportional sein müssten mit den 
absoluten Werthen der in den jeweiligen Richtungen der Ilauptaxen dieses 
Atomes geschätzten Componenten ho, k 0 , lo (120) der einen Rotationsge- 
schwindigkeit 8 des ganzen Molecüls; es müssten also, wie dies die 
mit (a) äquivalenten Relationen (b) noch deutlicher erkennen lassen , die 
augenblicklichen Rotationsaxen aller einzelnen Atome pa- 
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( 126 ) 


(127a) 

(127b) 


rallcl sein der jeweiligen Drehungsaxe des ganzen Molecüls. 
Trotzdem könnte dabei, wie durch Addition der einzelnen quadrirten Glei- 
chungen (b) unter Gebrauch der Definition (24), d. h. durch die Formeln 

h'J 4 . Jfl -l- 11 «2 0t 

P , - - = V + P + P oder ~ oder ", = p- 

p 2 p 2 

sich beweisen lässt, ein beliebiges Verhältniss bestehen zwischen der 
Einen Geschwindigkeit 8 und jeder einzelnen der Geschwindigkeiten #, 
welche letztere um ihre zu einander parallelen Axen noch dazu theils in 
demselben, theils in dem entgegengesetzten Sinne gerichtet sein 
könnten. 

Bildet man aber aus den Relationen (123) jene Eine Differential- 
gleichung, welche dem »Theorem der Erhaltung der totalen lebendigen 
Kraft eines abgesonderten Aggregates von Molecülen« zu Grunde liegt, so 
erhellt sofort, dass in den Bedingungen (126) p = 1 zu setzen ist Denkt 
man also in dieser Voraussetzung Q' = 0 und dQ = 0, so wird dRo = dR. 
Dann wird auch zugleich die Grösse dL., r in die »wahre Rotationsarbeit 
für die Gcsammtheit der einzelnen, sich selbständig drehenden Atome< 
übergehen, welche mit d£,, r zu bezeichnen ist. 

Wir haben also zuerst für jedes Molccül, sei es nun abgesondert oder 
nicht, die Formel; 

dF = d£ 

und folgeweise für ein als abgesondert vorausgesetztes »System von Mo- 
lecülen« die sie alle umfassende Relation 

^dF = V d£ 

Da nun die linke Seite dieser Differentialgleichung das vollständige Diffe- 
rential der Summe der von allen möglichen Bewegungsvorgängen an und 
in den einzelnen Molecülen herrührenden lebendigen Kräfte darstellt, kann 
man aus ihr die Gesetze der Werthveränderungen der gesammten wirk- 
lichen Energie eines (sinnlich wahrnehmbaren) Systems von Molecülen 
in voller Strenge dann erschliessen, wenn auch die rechte Seite a!s 
das ejcacte Differential einer nur von den ursprünglichen Bestimmungs- 
stücken der relativen Positionen der Moleciile abhängigen (dynamischen) 
Function sich darstellt. — Und dies ist die am Ende des 4. Capitels auf- 
geworfene Frage, von deren (im folgenden Capitel gegebenen Untersuchung) 
die endgiltige Gestaltung unserer Formeln abhängig bleibt. 

Der am Eingänge dieser Untersuchung erhobenen Forderung: über 
beide Formen der inneren, in wirklicher Bewegung geäusserten mechani- 
schen Energie eines Molecüls, mag diese nun in »lebendigen Kräften« oder 
in »Spannkräften« bestehen, haben wir jetzt soweit genügt, dass wir 
über die bis hierher wichtigste der Spannkräfte das Urtheil geben dürfen: 
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Die » lebendige Kraft der Rotation « steht zur » Ausdehnungsspann- V 
kraft « eines Molecüls in der Beziehung , r/ass die letztere aus der ersteren 
hervorgeht, wenn man , von einer Veränderung der Rotationsgeschwindigkeit 
des Molecüles absehend, die im Gefolge einer Ausdehnung oder Verdichtung 
desselben im Laufe eines Zeitclementes eintretende Veränderung jener Ro- 
tationsenergie. bestimmt und das so erhaltene partielle Differential durch 
die zur Zeit vorhandene (resultirende) Rotationsgeschwindigkeit und durch 
das Zeitelement dividirt. Es lässt sich demnach die tAusdehnungsspann- 
hraft* auch auffassen als das Verhältnis, in welchem die ohne Rücksicht 
auf eine Veränderung der Umdrehungsgeschwindigkeit betrachtete, aber 
durch eine Erlockerung oder Befestigung des inneren Gefüges eines 
Molecüls während eines Zeitelementes verursachte Aenderung der Rotations- 
energie zu dem elementaren Rotationswinkel steht, der in derselben Zeit- 
Strecke vom ganzen Molecül um seine Drehungsaxe beschrieben wird. 

Bezeichnet man nämlich mit M das »Trägheitsmoment des Molecüles 
in Bezug auf seine jeweilige Drehungsaxe« und mit AM, diejenige unendlich 
kleine Veränderung, welche dieses Trägheitsmoment im Zeitelement dt 
durch die gleichzeitigen Aenderungen der Ilaupttrügheitsmomente A, l), r 
ohne Rücksicht auf die zur Zeit vorkommenden Aenderuugcn der Rotations- 
geschwindigkeiten erfährt und durch du das von dem Molecül um seine 
augenblickliche Rotationsaxe beschriebene Winkeldifferential, so hat man 
zur Definition dieser Grössen nach (116) die Formeln: 

a) «W=-I(^ + ßk’ + n*)=|^ 

b) dAA = ^-(cy.h 2 + d/t.k 2 + d/’.P) c) du = »dt 

folglich auch ^8) 

d) AP,= ^AM, 

Hier zeigt sich deutlich, dass die »Ausdehnungsspannkraft um die Rota- 
tionsaxe«, d. i. eben die kinetische Function 

1 d/ J v 9_A M, m AM, 

9 dt “ 2 dt ~ 2 ' du ( ,29a ) 

wesensgleich mit einer nach der Zeit partiell genommenen Derivirten der 
Rotationsenergie wird; denn 9 bedeutet nichts anderes als da8 Verhältniss 
einer absoluten Zahl zu einer Zeitstrecke. 

Es giebt wohl kein System von Relationen, in welchem die Aequi- 
valenz der Energie-Arten und der Kräftearbeits-Formen in 
so prägnanter Weise ausgedrückt vor Augen träte, als das Gleichungen- 
System (123), welches alle von Kräften und Kräftepaaren an der Gesammt- 
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(129b) 


(129c) 


masse eines Molecüls und an dessen einzelnen Bestandth eilen geleisteten 
Elementar- Arbeiten umfasst und zugleich als Wirkungen solcher Kräfte 
und Drehungsmnmente gewisse differentielle Veränderungen der einzelnen 
verschiedenartigen Theile der gesammten mechanischen Energie eines Mo- 
lecüls in ihrer Abhängigkeit von jenen gesetzmässig bestimmt. 

Es verdient vor Allem noch hervorgehoben zu werden, dass der 
Spannkrafts-Ausdruck (129a), wenn man sich an seine Coraponenten (8) er- 
innert, die Form gewinnt: 




d», 

dv 


Pp. 


d/»» . 

dw 1 


Man ersieht, dass er sich zusammensetzt aus den durch die Rotation des 
Molecüles den Atomen (in Bezog auf dessen Axcn) mitgetheilten Centri- 
fugalkräften 

inh J />„ , mk 1 /), , ml 2 o„ 

indem dieselben resp. mit den Wegstrecken 

d,o u , dp, , d p w 

multiplicirt werden, um welche die (auf ihre Massenmittelpuncte reducirt 
gedachten) Atome sich von den Hauptaxen oder natürlichen Rotationsaxen 
des Molecüls vermöge des Umschwunges desselben entfernen. Solche cen 
trifugale Energie -Elemente 

mh-/),, . dp a , mk J /) T . dp, , mly>» . dp* 

können nur die, schon früher (S. 121) angedeutete Wirkung haben, dass, 
wenn sie jedes für sich während des um die Winkelelemente du, dv, dw 
fortschreitenden Umschwunges des Molecüls sich mehr oder minder rasch 
vergrössern, sie die Schaar der Atome »zerstieben« machen. Wenn nun 
auch die mechanischen Vorgänge sich immer nur stetig vollziehen, kann 
man sich doch der Vorstellung bedienen , dass die Beschleunigung der 
Umdrehung sprungweise geschähe und dass dabei ein jedes Atom ruckweise 
nach aussen geschleudert würde. Daun sind es nach (129 b) die Verhält- 
nisse, in welchen die zur Zurückhaltung der fliehenden Atome in jedem 
Zeitclement erforderlichen Arbeitsgrössen (129 c) zu den Elementen der 
Umdrehungswinkel stehen, welche auf die wirkliche Rolationsaxe projicirt, 
in ihrer Gcsammtheit durch Gegenwirkungen aufgehoben werden müssen. 

Wir werden später an einem geeigneteren Orte den einfachen Zu- 
sammenhang besprechen, welcher zwischen dieser unserer Spannkraft 
und der von Herrn Clausius in die mechanische Theorie der »Wärme« 
eingeführten Disgregation besteht und dann auch die Gründe ausein- 
andersetzen, wesshalb wir den einst von Herrn Helmholtz für eine gar 
nicht von der wirklichen Bewegung, sondern von der augenblicklichen An- 
ordnung abhängige Function gebrauchten Namen »Spannkraft« für die wegen 
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ihrer Bedeutung in dem Molecular -Zusammenhänge einer besonderen Auf- 
merksamkeit würdige kinetische Function und andere ihr verwandte, für 
die intramoleculare Verkettung ebenso wichtige kinetische Functionen 
in Anspruch genommen haben. 

Ein anderer Umstand verdient noch einige Erläuterungen. Es ist 
dies der, dass der Wegfall der Grösse d© m (121e) aus der Summe (124b) 
der Grundgleichungen (123) ganz analog ist einem aus der Mecanique 
analytique bekannten Umstande. Denn Lagrange hat den Differential- 
gleichungen der unfreien Bewegungen der Massenpuncte eines Systemes 
die bekannte F'orm gegeben: 


? xi di? j df>i d^2 

dt* — dxi 1 dxi ' 5 dxi 


. . + 2 . 


d <p, 
dxi 


wenn die von vorn herein gegebenen Bedingungsgleichungen f\ = 0, f 8 = 0, 
. . . <p. = 0 nur die Coordinaten x t , yi , zi der einzelnen Massenpuncte, nicht 
aber deren Geschwindigkeiten oder etwa die Zeit »explicite« enthalten. Zu- 
gleich sind die vorläufig unbestimmten Multiplicatoren 2 (t in gleicher 

Anzahl mit den gegebenen Functionen fi , fj, . . . <f, einzuführen, welche, 
mit Null verglichen, die Verbindung aller oder nur gewisser Anzahlen von 
Massenpuncten ausdrücken sollen und deren Anzahl s die Anzahl n der 
Massenpuncte höchstens 3 mal übertreffen darf. 

Aus dem Umstande, dass bei der Bildung des Differentiales der le- 
bendigen Kraft des ganzen Systemes die Coefficienten von ^[, k t , . . . -1. nach 
der Voraussetzung identisch =0 werden, hat man den Schluss gezogen: 
dass eine willküh rlich angeordnete Verknüpfung gewisser Anzahlen von 
Massenpuncten (hei beschränkter Aßzahl und unbeschränkt beliebiger Form 
der Bedingungsgleichungen) die Giltigkeit des Principe der Erhaltung der 
lebendigen Kraft des Systemes in keiner Weise aufhebt , wenn nur die 
Krujtefunction die Zeit nicht explicite enthält. 

Aehnlich und doch ganz anders steht cs mit unseren Grundgleichungen 
(123), die wir an dem Probleme fanden: die Bedingungen und die Gesetze 
der Verbindung von Atomen zu einem Molecülc zu erforschen. 

Vor allem ist der Unterschied besonders zu betonen, dass wir eine 
ganz bestimmte Anzahl von Relationen (122) und eine ganz bestimmte, 
willkührlose Form derselben fanden, die wir dazu benutzen, um die 
Verbindung der Atome zu einem Molecüle im ersten Augenblicke seiner 
inneren Vollendung darzustellen, so zwar, dass wir die Definition des fer- 
neren Zusammenhanges der relativen Positionen und Bewegungszustände 
der Bestandteile für ein dauerndes Bestehen des Molecüls den mit den 
Spannungsgleichungen in jedem beliebigen Zeitpunctc erfüllten Spannkrafts- 
integralen überlassen. 

Es würde uns jedoch an dieser Stelle zu weit von unserem nächsten 
Wege abführen, wenn wir auf die ohne jeden Beweis von fast allen Geo- 

Walter, Uotereuchungeo Ober Motecularmechaalk. * IQ 
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metern seit Lagrange angenommene, also als ein Axiom betrachtete lieber 
tragung des rf’-dfcmierr’schen Princips von freien auf unfreie Bewegungen 
eingelien wollten, zumal der um die Mechanik so hochverdiente Poiniot 
sich schon gegen diese unbewiesene Erweiterung ausgesprochen hat. (Vgl. 
Liouville’s Journ. T. III). 

Näher liegt es uns für jetzt, auf die Voraussetzungen zurückzugreifen, 
auf welcher der im Vorigen ausgesprochene Satz über den Parallelismus 
der Rotationsaxen aller Atome mit der Einen Drehungsaxe des 
Molecüls beruht. 

Dieser Satz ist wesentlich gegründet: 1) auf die (§20, S. 51) als Princip 
aufgestellte Forderung: Zur Entstehung und Beharrung eines MolecüUs 
sei es durchaus nöthig , dass die Summe der in einer jeden von drei zu 
einander senkrechten Ebenen von unveränderlicher Richtung geleisteten Cen- 
trifugalkräfte - Arbeiten aller in ihrer Vereinzelung gedachten 
Monaden der Atome sich mit einer nur die ursprünglichen Bestimmungs- 
stiieke der relativen Positionen aller auf einander wirkender Atome ent- 
i haltenden Function zusammensetzen müsse zu einer für die Dauer des 
Molecular - Verbandes unveränderlichen Grösse; 2) auf das »Theorem der 
Erhaltung der gesammten Energie« für ein als abgesondert vorausge- 
setztes System von Molecülen, ein Theorem, welches zu seiner Giltigkeit 
eine Differentialgleichung von der bestimmten Form (127 b) durchaus ver- 
langt. Dazu kommt, dass dieselbe Differentialgleichung auch ohne jenes 
den Spannkraftsintegralen zu Grunde liegende Postulat sich aus den Diffe- 
rentialgleichungen (99, 100. 103, 102) in einfacher Weise zusammensetzen 
lässt und dann, wofern die Kräfte und Drehungsmomente gewissen (schon 
angedeuteten) Bedingungen genügen, die Ausführung der Integration über 
eine endliche Zeitstrecke gestattet. 

Jene principielle Forderung veranlasste uns in der fortschreitenden 
Entwickelung unserer Formeln (S. 57, 60, 61 ; 68, 69) zu gewissen Ver- 
allgemeinerungen der in die Rechnung eingeführten kinetischen und dyna- 
mischen Functionen ; die Consequcnz dieser Erweiterungen bestand am 
Schlüsse darin, dass die unter (11) und (15) aufgeführten kinetischen und 
dynamischen Ausdrücke in die Spannkraftsintegrale (105b, 107b, 109b) und 
namentlich die Determinanten -Summe (118b) in die aus diesen Integralen 
abgeleitete Relation (113a, b) eingingen und dass zugleich die in den Aus- 
drücken (50) und (52) ebenfalls von der Ausgedehntheit der Atome her- 
rührenden Terme in die Spanuungsgleichungen (101 A, B, C) eintraten. 

Hätten wir nun den Inhalt jenes Postulats dahin erweitern wollen, 
dass (in Bezug auf feste Ebenen im Molecül und in jedem seiner Atome) 
zuerst von den Bewegungen der in ihren Massenmittelpuncten concentrirt 
gedachten Atome und dann auch noch besonders von ihren Drehungen um 
diese Punkte dasselbe zur Erhaltung des gegenseitigen Verbandes verlangt 
würde, was wir jetzt und damals ohne Unterschied von der gesammten, 
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nur zum Molecül-Massenmittelpuncte relativen Bewegung zu fordern nöthig 
fanden: so wären folgende leicht zu übersehende Consequenzen eingetreten. 
Analog den Gleichungen (107) hätte man für jedes einzelne Atom die Be- 
ziehungen erhalten: 

kl (C — B) — L = C a + C‘a' + c "a" 

(131) M (A — C) — M = cß + c'ß' + c"ß" 
hk (B — A) — N = cy + c Y + c "y" 

in welchen a, a\ a"\ etc. die Richtungscosinus der Hauptaxen irgend eines 
Atomes und worin zugleich die für jedes Atom besonderen Constanten 
c, c', c" gewisse unveränderliche Arbeitsgrössen repräsentiren, «über deren 
Bestimmung man nur die Annahme machen könnte, dass sie zur Erhaltung 
der Starrheit der Atome trotz ihrer mannichfachen Rotationsbewegungen 
dienen sollen, da ja die letzteren den einzelnen Monaden eines Atomes 
Centrifugalkräfte ertheilen, welche der Grösse ff 1 proportional sind und sich 
ausserdem wie die Abstände jener Monaden von der instantanen Rotationsaxe 
des Atomes verhalten. Ferner wären die Drehungsmomente L, M, N heraus- 
getreten bei der Combination je zweier, auf dieselbe Atom-Hauptaxe bezüg- 
licher Gleichungen (131) und (102), so dass man auch die Relationen 

A~+ca-t-C , a' + c"a" = 0 
dt 

HÄ* 

(132) B ~jr + cß + c'^ + C"ß u = 0 

C ir +cr+ c ' r ' + c '' r " = 0 

als gültig hätte anerkennen müssen. Aus diesen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung würde man mittelst der Theorie der Trans- 
cendenten die Gesetze derjenigen periodischen Rotationsbewegungen er- 
schliessen können, welche einem im Molecular -Verbände befindlichen Atome 
durch jenes Princip gestattet wären. 

Ohne dieses Problem hier zur Erledigung zu bringen, formuliren wir 
die einfachste Consequenz der Gleichungen (131), welche, in ihnen selbst 
schon für die drei Hauptaxen ausgesprochen, in Bezug auf die augen- 
blickliche Drehungsaxe die Bedingung ausdrückt, unter welcher ein als 
Monadensystem betrachtetes Atom eine unveränderliche Anordnung seiner 
Theile bewahrt und somit im Zustande der Starrheit immer verbleibt. Die 
Gleichungen (131), resp. mit A, k, l multiplicirt und dann addirt, geben die 
Relation 

(133a) cA* + c'/lv + c + LA + Mfc + Ni = 0 

worin unter A„, /■, , l, die auf die Richtungen fester, orthogonaler Axen 

10 * 
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entfallenden Coniponenten der Rotationsgeschwindigkeit ß eines Atomes zu 
verstehen sind. Aber in der Form 

(133b) c.cos(c,A*) -f- K . cos (K , #) = 0 

spricht dieselbe nichts anderes als die ohne weiteres als richtig einleuch- 
tende Bedingung aus: dass die von dem resultirenden, auf das Atom aus- 
geübten Drehungsmomente K auf die augenblickliche Drehungsaxe entfal- 
lende Componeute immer durch eine gleich grosse Gegenwirkung aufgehoben 
werden müsse. 

Allein es erscheint uns das in seinem Inhalt enger gefasste und da- 
rum nothwendig auch umfangsreichere (d. h. in einer grösseren Anzahl von 
Fällen der Verwirklichung fällige) erste Postulat schon um desswillen 
den Vorzug zu verdienen, weil es die Determinanten- Summe (118b) als ein 
wesentliches Glied in der Relation (c) des Systemes (117) belässt und ihr, 
wofern der Satz von der lebendigen Kraft zu Recht bestehen soll, die 
Bedingung auferlegt, dass sie gleich Null werde. Damit aber diese gesetz- 
massige Bestimmung sich erfülle, müssen die selbeigenen Rotationsbewe- 
gungen der Atome innerhalb des Molecüls in gewisse Beziehungen zu ein- 
ander treten, die sich in verschiedenen Graden der Allgemeinheit ausdrücken 
lassen durch die folgenden Sätze: 

VI A. Soll jede einzelne auf ein bestimmtes Atom bezügliche Determinante in 
der Summe (1 18b ) für sich identisch = 0 sein, so müssen die instantanen 
Rotationsaxen aller einzelnen Atome der augenblicklichen Drehungsaxe 
des Molecüls parallel sein und zugleich müssen alle Atome in demselben 
Sinne mit derselben Geschwindigkeit rotiren. 

VI B. Denkt man sich die auf das ganze Molecül erstreckte Summe (H 8b) 
durch die Eine Determinante der mittleren Werthe der Compo- 
nenten ho, ko, hi und h, k, l und der Rotationsgrössen A h, Bk, CI ersetzt, 
so müssten die Mittelwerthe der sich entsprechenden Glieder in den ersten 
beiden Gruppen von Componenten einander gleich sein. Dieser Fall 
kommt im Allgemeinen zurück auf den vorigen ; denn, wenn es ein 
oder mehre Atome in dem Mo/ecüle giebt, die in ihrer Rotation von 
dem durch die Mittelwerthe der Componenten definirten Normalzustände 
abweichen, so müssten solche Abweichungen in dem einen und auch in 
dem entgegengesetzten Sinne Vorkommen und sich in ihrer Gesammthcit 
aufheben. Dann würde also ein mit grösserer Rotationsgeschwindigkeit 
begabtes Atom eben durch seine über den normalen Rotationszustand 
gesteigerte Drehungsbewegung ein anderes mit geringerer Drehungsge- 
schwindigkeit ausgestaltetes Atom zur Erhaltung der normalen dyna- 
mischen Verfassung des Molecüls verlangen und, falls ein solches nicht 
in dem Mo/ecular - Verband vorhanden ist, die Ursache werden, dass 
ein solches in denselben aufgenommen wird. Ist es dann geschehen, 
dass die durchschnittliche mittlere Rotationsgeschwindigkeit für alle 
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Atome derjenigen des ganzen Molecüles in ihrem Werthe gleichkommt 
und auch in der Richtung mit ihr übertinslimmt, so wird kein Zwang 
vorhanden sein , dass der dynamische Zustand und die geometrische 
Conßguration eines Moleciils durch Aufnahme oder Abgabe von Atomen 
sich verändern müsste. 

Endlich könnte man im Hinblick auf die moderne, mit den Thatsachen 
vortrefflich im Einklang stehende Lehre von der »kettenförmigen Anein- 
anderreihung der Atome innerhalb des Moleciils« sich zu der mathema- 
tischen Fiction verführen lassen , das Verschwinden jener Determinanten- 
Summe durch die Annahme zu bewirken, dass von den auf die successivcn 
einzelnen Atome bezüglichen, in (118 b) summirten Determinanten 

Qi + Qj + • • • + Qi— i + Qi + QJ+ 1 4- . . . + Qn 

irgend eine Determinante Qi ihre positiven Terme durch die negativen der 
vorhergehenden Qi_i annullirt und dass zugleich die negativen Glieder 
desselben Qi durch die positiven des folgenden Q (+ ■ zum Verschwinden 
gebracht werden. 

Allein es ziemt sich zur Ehre der die Natur durchdringenden Me- 
chanik, von einer solchen noch nicht durch die Geometrie dictirten Hypo- 
these abzustehen. 

§. 30. Wir sind nun in der Untersuchung der Bedingungen der 
Entstehung eines Molecüls und der Formulirung der Differentialgleichungen, 
welche die Gesetze enthalten, nach denen ein solches Veränderungen seines 
inneren Zustandes unbeschadet seines festen Zusammenhanges erfahren darf, 
dahin gekommen, dass uns für jetzt zum Abschluss der theoretischen Be- 
trachtungen über den Ursprung und die Wirkungsweise der mechanischen 
Molecular-Energie nur noch eine Frage als der Erledigung nothwendig be- 
dürftig erscheint. Dieselbe betrifft die Formen, in welchen die allein von 
den icirklichen, zu einander relativen Bewegungen der Atome herriihrenden 
Energiegrössen eines aus einer grösseren Anzahl von Atomen bestehenden 
Molecüls in dem Falle auftrelen, dass sich dasselbe in eine gewisse Anzahl 
einfacherer » Partialmoleciile* zergliedert. Zur Begriffsbestimmung des eben 
gebrauchten Ausdrucks bemerken wir hier Folgendes: Wir denken uns 
den (unter gewissen Umständen in der That verwirklichten) Fall, dass die 
Zersetzung eines Molecüls, d. i. das Voneinandergehen seiner Bestand- 
theile lediglich in einer Theilung des vorher fest in sich geschlossenen 
Gesammtmolecüls in zwei oder mehre einfachere Atomgruppen bestehe, 
von denen jede als »Molecül« in der von uns analytisch definirten mecha- 
nischen Verfassung unter solchen äusseren Umständen noch bestehen kann, 
die grade jenes grössere Moleculargebilde unfähig der Beharrung machen. 

Dies ereignet sich unstreitig hei der »Dissociation« der Molccüle 
vieler chemischer Verbindungen, die man im Gas- oder Dampfzustände 
einer übermässigen Temperatur-Erhöhung aussetzt. 
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In diesem Falle muss aber der Zersetzungsvorgang eines solchen 
Molecllls während einer gewissen endlichen, wenn auch sehr kurzen Zeit- 
strecke sich in der Weise vollziehen, dass am Anfang derselben gewisse 
Purtialmolecille, also kleinere Atomengruppen innerhalb des Gesammtmo- 
lecills sich bereits von einander räumlich weiter absondern , indem ihre 
einzelnen Atome um die bezüglichen Theilmolecül-Schwerpuncte periodische 
Bewegungen innerhalb bestimmter Grenzen zu vollführen fortfahren, wo- 
gegen diese Theilmolecül-Schwerpuncte selbst sich immer weiter von ein- 
ander und immer weiter von dem Massenmittelpunctc des Gesammtmolecüls 
zu entfernen beginnen und dass am Ende der gedachten Zeitstrecke jedes 
Partialmolecül zu wirklich selbständiger Bewegung gekommen ist, nachdem 
der Austritt derselben aus dem früheren Gesammtmolecül sich durch über- 
mässige Vergrösserurg der Entfernungen der Massenmittelpunctc der ersteren 
und des letzteren vollzogen hat. 

Diese Vorstellung eines in Partialmolecüle gegliederten Gesammtmolecüls 
ist aus mehreren Gründen wichtig für unsere deductiven Schlussfolgerungen. 

Denn es ist erstens durchaus nicht unvorstellbar und darum durchaus 
nicht unmöglich, dass die durch die »chemische Analyse« gefundenen »che- 
mischen Elemente« sich in neue Stoffe von anderer Natur 
zerlegen lassen könnten, wofern ein Experimentator es verstände, 
die Naturkräfte in gewaltigerer Stärke zur Zerstörung des bisher unan- 
getasteten Gefüges der Theile der »Elemente« und zum Aufbau neuer 
Verbindungen derselben arbeiten zu lassen. Und unter denjenigen Massen- 
theilchen, die wir bisher »Atome« nannten und dem Calcüle unterwarfen, 
stellten wir uns solche starre, stetige Monadensysteme vor, welche, 
obwohl einmal entstanden, dennoch für immer untheilbar desshalb bleiben 
müssten, weil die bei ihrer einstigen Entstehung einmal gewonnene Energie 
schon längst zur weiteren Entwickelung des Kosmos verbraucht sein möchte 
und demnach, wenn solche Monadensysteme wieder in ihre Theile zerrissen 
werden sollten, ein dem einstigen Gewinne gleicher Aufwand von Arbeits- 
kräften erforderlich wäre, die also dann zur Wiederherstellung des ursprüng- 
lichen unstetigen Vertheilungszustandes dem Kosmos vollständig entzogen 
werden müssten. 

Wir haben demnach unsere Grundgleichungen (123) so einzurichten, 
dass sie für die Bewegung und den gegenseitigen Zusammenhang gewisser 
»Partialmolecüle« gelten, welche, nach unserer Vorstellung wieder aus aus- 
gedehnten Atomen in unstetiger und beschränkt veränderlicher Weise zu- 
sammengesetzt, die kleinsten in Verbindung tretenden Massen der nach- 
weisbaren »chemischen Elemente« repräsentiren. 

Dieselbe Transformation soll auch die Handhabe bieten, um die Ab- 
hängigkeit der geometrischen Anordnung von der inneren mechanischen 
Verfassung der einzelnen Partialmolecüle zu untersuchen und endlich drittens 
die analytisch -geometrische Grundlage bilden für Betrachtungen über die 
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Zersetzung eines Gesumm tmolecüles in Partialmolecüle und umgekehrt Hier 
die Entstehung jenes aus der Vereinigung dieser. 

Zu diesem Ende setzen wir die Zergliederung der Coordinaten , Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen nach den elementaren Priucipien der 
Geometrie des Raumes noch weiter fort. Wir bezeichnen jetzt — analog 
wie in §.11 — durch: 

u, v, w (wie früher) die Massenmittelpunctscoordinaten eines Atomes eines 
Partialmolecüls , bezogen auf den Schwcrpunct und die Hauptaxen des 
Gesammtmolecüls ; 

Uo, v 0 , wo die Coordinaten des Massenmittelpunctes eines Partialmolecülcs 
selbst, wiederum bezogen auf den Massenmittelpunct und die Uauptaxen 
des Gesammtmolecüls; 

u , v , ro die Massenmittelpunctscoordinaten eines Atomes eines Partialmo- 
lecüls, jedoch bezogen auf den Schwerpunct und die Hauptträghcitsaxen 
eben desselben Theilmolecüls; 

Oo, b„, c n ; Oy, b,, c»; a„, b„, c. die Cosinus der Winkel, welche die Haupt- 
trägheitsaxen eines Partialmolecüls mit denen des Gesammtmolecüls 
bilden ; 

I), k, l die (nach Analogie mit § 11; 11 durch die eben genannten Cosinus 
und deren Differentialquotienten definirten) Rotationsgeschwindigkeiten 
eines Theilmolecüls um seine eigenen Hauptaxen, welche Linien sich 
aber sowohl im Partialmolecüle selbst, als auch in dem Gesammtmo- 
lecüle, wie auch endlich im Raume nach verschiedenen Gesetzen be- 
wegen können. 

Dann gelten für den Massenmittelpunct jedes Atomes jedes Partial- 
molecüls Formeln, wie: 

u = uo + o„u + b„o + r„u> v = Vo+a T u + b,o + f,ro w = w 0 +a»u + b»n + f.tn ( 134 ) 

Demnach hat man für die Lineargeschwindigkeiten die Ausdrücke 

-g~ = + Oo- u' + bo.n' + 1 0 .o' ... ... (135a) 

wobei wiederum, wie in § 11; 17 zur Abkürzung gesetzt ist: 

“ = 'dt' + “ lo »• = + tu — hm w' = + 1 )» — hu ( 135 b) 

Vermittelst dieser Formeln muss man die in (116) unterschiedenen Theile 
der inneren mechanischen Energie eines Gesammtmolecüls und auch die 
in (121) aufgeführten Kräftcarbeits - Elemente in ihre entfernteren Theile 
zerlegen, welche letztere theils von den inneren Bewegungen der Partiai- 
molecüle selbst, theils von ihren das mechanische Gefüge des Gesammt- 
molecüls ausmachenden , zu einander relativen periodischen Bewegungen 
herrühren. 
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Indem wir eine solche Verallgemeinerung mit den Grundgleichungen 
(123) in der Annahme vornehmen, dass die wirklichen Atome in die 
Partialmolecüle eingegangen seien, behandeln wir recht eigentlich 
das Molecular- Problem mit demjenigen Grade der Allgemeinheit, dessen 
die Untersuchungen Ober den inneren Zusammenhang des Weltsystems 
entbehren. Denn in der That, um die Vorstellung zu klären, kann man 
sich unter den » wirklichen Atomen « mit den constanten Massen m 
und constanten Hauptträgheitsmomenten A, B, C Planeten 
denken, deren Masse und Gestalt durch chemische Processc in ihrem Innern 
und an ihrer Oberfläche keine in Betracht kommende Veränderung erleiden; 
und unter den »Partialmolecülen« kann man sich solche Planeten- 
Gruppen vorstellen, wie sie uns als ausgezeichnete, im Weltraum wan- 
delnde Gestirne sichtbar sind. 

Die Umformung der Gleichungen (123) wird am übersichtlichsten in 
der Weise vollzogen, dass wir zuerst deren rechte Seiten transfonniren, 
dann die in (116) angegebenen Ausdrücke für T , /' E erweiternd umge- 
stalten, ferner die vollständigen Differentiale dieser 3 kinetischen Func- 
tionen berechnen und endlich deren nach den Angaben in (116) besonders 
dargestellte partielle Differentiale auf den linken Seiten von (123b, c, d) 
in jener Weise aufstellen, in welcher sie, durch die Unabhängigkeit dieser 
einzelnen Gleichungen förmlich aufgelöst, vor Augen treten. 

Die Grösse d£n,,t, in (121a) definirt, ändert weder ihre Form noch 
ihre mechanische Bedeutung. 

Führt man in die dort folgende Grösse d£., t , welche iu das neue 
Kräftearbeits-Element d£, |t übergehen soll, die aus (135a, b) für du, dv, dw 
und u'dt, o’dt, ro’dt folgenden Werthe 

du = duo + o n .u‘dt + b„.»'dt + r„.w'dt u’dt = du + hdt .m — Idt.» 

ein, so bilden sich zuerst die den Hauptaxen eines Theilmolecüls parallelen 
Componenten 

X = Eo„ + all, + Za. I) = a>„ + l/b, + Zb. 3 = rc„ + llc, + Zu 

welche die einzelnen Atome desselben in ihren Masscnmittelpuncten an- 
greifen, und ferner die Kräfte 3„, // 0 , Z 0 , welche, in den Richtungen der 
Hauptaxen des Gesammtmolecüls gemessen und entstanden durch Verlegung 
aller resp. parallelen Componenten 3, //, Z von den Schwerpuncten der 
Atome der Theilmolecüle nach deren Massencentren , diese letzten Punctc 
allein zu Angriffspuncten haben. Es wird also 

d£,.t = X {aiu + //dv + /fdw) = 2 '(r„du„+ //„dv.^/odw-,,) + v {jr U '+g»'+3®‘l dt 

indem hier, wie auch in der Folge, das kleinere - die successiven Partlal- 
molecüle in der Annahme zusammen fasst, dass dieselben auf ihre Massen- 
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mittelpuncte reducirt seien, wogegen das grössere ^ auch die in der An- 
ordnung der Atome der einzelnen 1 artialmolecüle möglichen Verschieden- 
heiten insgesammt in Rechnung bringt. 

Sind ferner €, iö, It die auf die einzelnen Thcilmoleeüle wirkenden 
Drehungsmomente, deren Axen mit den Hauptaxcn dieser resp. zusammen- 
fallen, so hat man die wesensgleichen, von den genannten Kräften und 
Drehungsmomenten an den einzelnen Theilmolecülcn und deren einzelnen 
Atomen in Wirklichkeit verrichteten (translatorischen und rotatorischen) 
Elementar-Arbeiten 

a) d£° t = 2'(r 0 .duo + // 0 . dv 0 4- Z a . dw 0 ) € = 2 (o3 — uit)) 

b) d£., r = C . Ijdt + ßX . kdt + Ü.ldt worin d) OX = 

c) d£.,«= *.du+*).do +3. da n= .. .. 

so dass nunmehr die rechte Seite von (123b) gegeben ist durch: 

d£ 0| , = d£J 2d£., r -r ^dJC.,, 

Auf der rechten Seite von (123c) bedarf d£ m , r der Umgestaltnng; aber 
die Drehungsmomente J, M, X in (121c) lassen sich vermöge der Substi- 
tutionen (134) zurückführen auf die Kräftepaare A 0 , M „ , A», welche das 
System der Massencentra der Theilmolecüle um seine Hauptaxen beschleu- 
nigend drehen und auf die Drebungsmomcnte f, XU, tt (136 d), welche 
wiederum die einzelnen Theilmolecüle um ihre resp. Hauptaxen mit Be- 
schleunigung rotiren machen. Man hat nämlich für A, >/, .V Ausdrücke 
nach der Art von 

A = A 0 + 2 (a d C + b a m + c„lt) worin At> = 2 (v 0 2 0 w 0 // 0 ) 

Setzen wir also, eine unbedingt wirkliche Rotationsarbeit von einer 
bedingungsweise wirklichen schon durch die Bezeichnung unter- 
scheidend 

a) dtf^ r = (/fo.h + jVo.k + A’ 0 .l)dt 9 U = hn„ 4- ka, + lo. 

b) dL., r = (€. 4- ÜX ■ 9, 4- ft . #*) dt worin (c) 9 r = hb 0 + kb, 4- lb„ (138) 

9„ = hr„ 4- kc, + lc» 

so wird man für den ersten Term der rechten Seite von (123c) jetzt haben: 

dC n ,r = d£® n>r + 2dL.,r (139) 

Die übrigen auf der rechten Seite von (123c) vorkommenden Elementar- 
arbeiten bedürfen keiner Umformung, da sie von der inneren Gliederung 
des Gesanjmtmolccüls nicht berührt werden; allerdings wird man in Betreff 
der Grösse dL,, r (121 d) am geeigneten Orte zu beachten haben, dass die 
wirklichen Atome als Angriffsobjecte der Drehungsmomente L, M, N in den 
engeren Verband der Theilmolecüle eingegangen gedacht werden. 


(136) 

(137) 
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Die absolute Translation«- Energie T des Gesammtmolecüls, d. i. die 
»lebendige Kraft seiner translatorischen Bewegung« bedarf keiner Umge- 
staltung. 

Dagegen ist die innere relative Translations ■ Energie T in (116) zu 
modificiren ; aber ihre mit den Werthen (135a, b) ausgeführte Zergliederung 
muss ganz analoge Resultate liefern, wie sie in (§ 18; 9, 10) bereits er- 
halten sind. Vernachlässigen wir nun aber einmal die innere Torsion der 
einzelnen Theilmolecüle und neunen wir m die Masse und 3, 6, € die 
Hauptträgheitsmomente irgend eines derselben, so zerlegt sich T in die 
entferntesten Theile 

(140) r = jvm{(^)\.} R=i W ..) *=T m {(ir) 1 - • } 

deren nicht angegebene, immer auf die beiden anderen Coordinatenrich- 
tungen bezügliche Terme man in Gedanken zu ergänzen hat. Es bedeu- 
tet also 

Z denjenigen Theil der inneren Bewegungsenergie eines Theilmolecüls, 
welcher in der »lebendigen Kraft« der zu dem Massencentrum und 
den als ruhend gedachten Hauptaxen desselben relativen Translation 
des Masscnmittelpunctes nur eines einzigen seiner wirklichen Atome 
besteht; 

B denjenigen Theil der Bewegungsenergie eines Partialmoleciils, welcher 
von der selbständigen und für alle seine wirklichen Atome gleich - 
massigen Rotationsbewegung um sein Massencentrum herrührt; 

T die Energie der zu den als ruhend gedachten Hauptaxen des Ge- 
sammtmolectils und seinem Massencentrum relativen Translation aller 
seiner Theilmolecüle, wenn man sich die Stofifinenge derselben in ihren 
resp. Masscnmittelpuncten concentrirt vorstellt. 

Man hat alsdann für T den Werth 

(141) + 

Um die Grösse /'in (116) zu zergliedern, geben wir zuerst den Ilaupt- 
trägheitsmomenteu A, H, /’ des Molecüls mittelst (134) neue Formen ana- 
log mit 

(142) A = zfo + 2’(aa’ + ßb^-(-€cä) worin A 0 = 2’m(vJ + w*) 

indem hier A , ,, //„, f'„ die »Trägheitsmomente der Gesammtheit der in 
ihren Masscnmittelpuncten concentrirt gedachten Theilmolecüle in Bezug auf 
die Hauptaxen des Gesammtmolecüls* darstellen. Dann wird die Rotations- 
energie /’ sich aus den folgenden Theilen (a) u. (b) sich so zusammensetzen, 
dass man hat: 
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a) /* = i04„h s . . ) qj = hV ; + k J oJ + Po* 

b) A = i(a.qj-f e.qJ + C.q“) worin c) q* = h 2 bj . . 

d) P= P° + 2'Ä 

Um ferner die Grösse E in (116) zu zerlegen, bringen wir die Torsions- 
grössen U‘, V’, W* des Gesammtmolecüls durch (135a, b) in neue Gestalten 

conform mit 

U' = US+2'(2ll).a a + ßh.b 0 + Cl.r 0 ) worin U» '*= 2m(v 0 ^ — w 0 —) (144) 

indem hierUo, Vo, Wo die «Torsionsgrössen aller auf ihre Massencentra 
reducirt gedachten Theilmolecüle innerhalb des Ilauptaxensystems des Ge- 
sammtmolecüls« bezeichnen. So bildet sich auch die Torsionsenergie E aus 
ihren Theilen (a) u. (b) mittelst der Grössen (138c) in dieser Weise: 

a) E° = hUJ . 9 U = (ja„ 4- ha, + la* 

b) C = 6h.0 r + ei.0„, worin also c) 9, = l)b u . . (145) 

d) E=E” + SC 0„ = t)c a . 

Es ist von Interesse, schon jetzt in Kürze auf die mechanische Bedeutung 
und die geometrische Zusammensetzung der hier ueu eingefühl ten kinetischen 
Functionen hinzuweisen: 

9 r , 9 n in (145c) sind diejenigen Componenten, welche von der F.inen 
resultirenden Rotationsgeschwindigkeit 9 des Gesammtmolecüls auf die 
natürlicheu Drchungsaxeu je eines Theilmolecüls entfallen; 

Ä in (143b) ist eine Art von Ilotationsenergie, welche ein als aus- 
gedehntes Atomensystem betrachtetes Partialinolecül durch den Um- 
schwung des Gesammtmolecüls mitgctheilt erhält, welche also als eine 
wesentlich positive Grösse zu der demselben schon ursprünglich 
eigenen Rotationsenergie H in (140) vermöge des Molecularverbaudes 
hinzutritt; 

C in (145b) ist gleichfalls eine Art von Rotationsenergie, welche 
einem Theilmolecüle erst durch die innere Verdrehung des Gesammt- 
molecüls zugefübrt wird und welche, indem sie ihrer Form nach so- 
wohl positive als n egati ve Werthe mit der Zeit annehmen kann ] 
besonders für die Stellung charüeteristisch ist, welche die Ebene der 
resultirenden (von der beharrenden selbständigen Drehungsbewegung 
herrührenden) Rotationsgrösse einnimmt in Bezug auf die Drehungsaxe 
des Gesammtmolecüls; 

P” resp. E° ist die Energie der Rotation resp. der Torsion des Systemes 
der Massencentra der Theilmolecüle. Jene beiden, au9 dem Calcül 
hervorgegangenen und durch Construction auch synthetisch darstellbaren 
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(146) 

(147) 


(148) 

(149) 


Theile A und £ der vollständigen inneren mechanischen Energie eines 
in Atomgruppen gegliederten Molecüls sind von grosser Bedeutung für 
den dynamischen Zustand , in welchem eine solche Atomgruppe aus 
dem grösseren Ganzen unter Umständen heraustritt und zugleich nicht 
minder wichtig für die geometrische Anordnung der Thcilmolecüle 
innerhalb der Gesammtverbindung. 

Die vollständigen, nach der Zeit genommenen Differentiale der 
3 kinetischen Functionen (141, 1 43 d , 1 45 d ) sind: 

a) d T = d r» + 2'd«U + 2dH. + ^ d« 

b) dP= d/^ + d/'t + 2'dA, 4- 2’dA» 


c) dA = dAJ + dAJ + 2’d£, + 2'd£i + 2d£i' 


Sie finden, so weit es neben (140) noch nöthig ist, ihre Erläuterung in den 


abgekürzten Augaben: 

a) d/ J J = -|-(d.4 0 .h2..) e) dA, 

b) d/* = A q . hdh . . 0 dA. 

c) dA;= h.dUi .. g) d£, = 

d) dA» = dh .Ui . . h) de; , 

0 d£i' = 


l{da.qj..} k) dB,= j(da.b 2 • •) 
j{a.d(q‘)..} l) dH.= a.hdh .. 

da. 1)0» •• m)de=m~du.. 

adh.ö» .. 

ah.d0„.. 


Diese letztgenannten partiellen Differentiale, in deren Ausdrücken 
immer einzelne nach der Zeit vollständig genommene Differentiale als Fac- 
toren auftreten, lassen sich nach der Reihe in folgender Weise verbinden. 

Man hat nach (142), wenn man die bekannten Formeln (§11; 12) 
durch die neuen (bezüglich der Tlieiimolecüle a. S. 151 eingeführten) Be- 
zeichnungen modificirt, für das vollständig nach der Zeit genommene in 
d/t, (116) vorkommende d.-l den Werth: 


d4 = d./ 0 +2[da.oJ . . +2(b (6-C)b 0 r„ + k(€- -*)€,, n u + l(a— 8)a 0 b„)]dt 


Führt man also aus (147) die partiellen Differentiale (a, e) ein und setzt 

a) = h 3 b„r„ + k‘b,c, + 1-b.c. «X = h 5 c„n„ . . (ßt„ - h 5 a„b„ . . 

b) X = h (6 — €) ©» + k (€ - 21) «W + l (a — ß) «X 
so wird 

dA. = d AJ + 2’dA, + 2'A.dt 

Aus denselben Werthen (142) folgt für dA. (116) mittelst (147 b) die Dar- 
stellung 

d/', = dA; - 1 - 2'(A .dp» t ß.dp» + C.dp„) 


ft 
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Transformirt man aber hier die Abkürzungen mit (143c) u. (148a) so, wie 
dp„ = ojbdh + ojkdk + a;ldl = -jd (qjj) + (KCt — KCU) dt 

und zieht noch die Grössen (147 f) u. (148 b) herbei, so wird 

d P, = d /* + 2'd.R. - 2'A.dt (150) 

Man sieht, wie bei der Ilervorbringung der beiden partiellen unendlich 
kleinen Aenderungen (149) u. (150) eine und dieselbe, nach den Coordinaten- 
richtungen ebenmässig entwickelte Grösse A, (148b) beide Male mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen entsteht, ein Umstand, der dort den einen, hier den 
entgegengesetzten Sinn einer Wirkung andeutet. 

Um dP, in (116) darzustellen, hat man sich nach (144) des Differeutiales 

dU‘ = düi + 2’ (o B . 1 + b„ . ft + c„ . i/) dt 

und seiner Analoga zu bedienen, in denen die auf die Hauptaxeu eines 
Theilmolecüls bezüglichen Grössen 1, ft, v gebildet sind nach der Art von 

, -Tr* +a 4S- +uie -*> 

Wenn nun die innere Torsion der Partialmoleeüle nicht ausser Acht ge- 
lassen wäre, so würde jeder der Ausdrücke l, ft, v noch 2 fernere correspon- 
dirende Terme enthalten. So aber bekommt d mittelst des Differentials 
(147 c) und der Componentcn (145 c) die Form 

dt:, = d + ftB * + »#„) dt 

so dass in Anbetracht der Werthe von X, [t, v und der Grössen (147g, h) folgt: 

d£, = dA T ° + MC, + MC. + ±1 ’ . dt (151) 

worin die »charactcristische Determinante« auftritt 

Z = S«. hl (€- 6 ) + 0,.ll) (*- €) + B a . bk ( 6 - a) ( 152) 

Endlich wird d£„ (116) vermittelst der Werthe (144) u. (147 d) verwandelt in 
d E, = dA.; + 2 - (ai).d,6»„-(-«h.d 1 » 0 -l-Cl.d 1 «J 

Aber hier formen sich die eingeführten Different ial-Theile um, wie z. 1). 

diÖ„ = dh.tto + dk.a T + dl.a. = dÖ u + (htf B — Ifiydt 
Vermöge des Differentials (147 i) also und der Determinante (152) erhält man 

dA. = d EP + MC; - IZ • dt (153) 

Es ist wieder zu beachten, dass bei der Entstehung der beiden partiellen 
Differentiale (151) u. (153) dieselbe Determinante (152) mit entgegengesetzten 
Vorzeichen sich einstellt 
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Um filr’s erste den Gedankengang nicht übermässig durch Rechnung 
zu beschweren, ist es gut, die Gleichungen (123) dadurch zu vereinfachen, 
dass man von der Ausgedehntheit der wirklichen Atome Ab- 
stand nimmt, d. h. dass man die Grössen dQ, dL,. r , dR, in ihnen bis 
auf weiteres unterdrückt. Dann gelten also die Relationen 

a) dT = d£,n,t c) d/V = d£ B ^ r + dS m 

b) dr+ dA'„ — dl' T = d£ e ,t d) dP+dP, = — dS m 

^ediglich für das in einem stationären Zustande relativerBe- 
wegungen begriffene System der Masscncentra der Atome 
des ganzen llolecüls, ein Umstand, den man in Betreff der rechten 
Seite von (154 b) und der Grösse dS m nicht vergessen darf. Führt man 
nun auf den linken Seiten von (154) für die einzelnen Differentiale ihre 
in (146a, 149, 150, 151, 153) entwickelten Werthe ein und ersetzt auf 
ihren rechten Seiten die dynamischen Elementar- Arbeiten durch ihre in 
(137, 139) angegebenen Werthe, so gewinnen jene Grundgleichungen die 
nunmehr auf die Gliederung eines Gesaramtmolecüls in Partial- 
molecüle bezügliche Form: 


(155 A) . 

(155 B) • 

(155 C) • 
(155 D)- 


dT = d£ m , t 

d P + 2'dßv + 2<1B„ + ^ d« 1 


{ +dP+ AdC — A’ d '.dt 
[_ d/'» — 2'd& T — 2'A,.dt 

. . d/* + 2'dÄ v + 2.t, . dt 

d/ J0 -I- 2d& T + 2'dA w 
+ dA“ + ZdCv +2’dc; + ^ 


= dCJ , + 2’dC.,, + V d£ 1>t 
= d£^ r + 2dL., r +de m 



Angesichts dieser Gleichungen hat man sich zu erinnern, dass die mit dem 
Index (°) versehenen Terme sich allein auf das System der Massencentra 
der Theilmolccüle beziehen, dass dagegen die unter 2 1 stehenden Ausdrücke 
von einer Atomgruppe zur anderen variiren und in der Vorstellung zu- 
sammengefasst werden, dass die räumlich getrennten wirklichen Atome jeder 
besonderen Gruppe in ihren eigenen Massenmittelpuncten concentrirt seien, 
und dass endlich das ^ in die engeren Partial -Verbindungen gleichsam 
hineindringt und die für alle einzelnen Atome des Gesamratmolccüls wech- 
selnden Ausdrücke zusammenfasst. . 

Es Hesse sich, um die Complication dieser Gleichungen und ihre durch- 
gebildete mechanische Verfassung zu erläutern , sehr viel darüber sagen, 
wie dieselben sich zum »Prinzip der Erhaltuug der Energie« verhalten, auf 
dessen Differentialgleichung ihre Summe, analog wie im vorigen §, sich 
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reduciren lässt. Allein da die in ihnen aufgestellten, vollständig und eben- 
mässig gegliederten dynamischen und kinetischen Functionen die inneren 
Molecularverhältnisse mit geometrischer Präcision zu kennzeichcn geeignet 
sind, wollen wir sogleich versuchen, die geometrische Anordnung der Theil- 
molecüle innerhalb des Gesammtmolecüles sowie den Zusammenhang zu 
erforschen, welcher zwischen den Bewegungszuständen jener und dieses 
vermöge des gesammten Molecular -Verbandes und vermöge der in ihm 
noch besonders eingerichteten Theilmolecül - Verfassungen bestehen muss. 
Zu diesem Ende ist es nöthig, nach Art von (154) dasjenige System von 
Relationen aufzustellen, welches neben der absoluten Translation des ganzen 
Moleciils auch die Verbindung lediglich der Massencentra der Partial- 
moleciile ausdrückt , und zugleich ein anderes System hinzufügen, welches 
für die (Jcsammtheit der Theilmolecü/e ihren eigenen inneren Zusammen- 
hang analytisch formulirt. Man hat nun analog zu (154) die beiden Gruppen: 


ao) 

dT = 

d£ m> , 



bo) d P + dA’J — 

d/« = 

dC°.., 

b)^diE- 

2'dR T = d£,. t 

Co) 

II 

O fr 

d^, r +dC° 

0 

2716t = 2'd£., r +2'dS. 


do) d/'° + d£° =-dS^ ö) 2’dR, + 2’dB„ = — 2de. 

Hiervon bezieht sich also das System zur linken Iland, wenn inan seine 
einzelnen Gleichungen von einander unabhängig [denkt, allein auf die in 
einem stationären Zustande relativer Bewegungen geäusserte Verbindung 
der Massencentra aller einzelnen, räumlich getrennten Partialmole cülc; aber 
desswegen wird sich auch die Grösse d©^ von jenem früheren dS m ( 1 2 1 e) 
dadurch unterscheiden, dass in den Definitionsformeln (122) an Stelle der 
Coordinaten der Atommassenmittelpuncte des einen betrachteten Molecüls 
die Coordinaten der Massencentra der Theilmolecüle eben desselben treten 
und dass die so erhaltenen Constanten C 0 , CJ, Co in die Definitionsformel 
(121e) ohne sonstige Veränderungen derselben eingehen. 

Die Gruppe zur rechten Hand repräsentirt , — wenn man das (die 
Theilmolecüle sämmtliche umfassende) 1 ’ hinwegdenkt und das ^ füreinen 
Augenblick nur auf die Atome eines einzigen Partialmolecüls bezieht, — 
durch Vermittelung der Differentiale (147 k, 1, m) und der Arbeitselemente 
(136b, c) diejenigen, nebeneinander aber unabhängig von einander beste- 
henden Relationen, durch welche wir nach unserer Theorie die Verbindung 
einer Anzahl von Atomen zu einem eigenartigen Molecüle analytisch zum 
Ausdruck bringen. Diese Relationen beziehen sich aber nur auf die zum 
Massencentrum eines Theilmolecüls relative Bewegung seiner Atome und 
beruhen auf den für die einzelnen Partialmolecüle als giltig angenommenen 
»Spannkraftsintegralen«, deren wir in ihrer ausführlichen Gestalt nicht hier, 




(156) 
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aber doch sogleich bedürfen, wo sich dann auch die Darstellung der 
für die einzelnen Theilmolecüle verschiedenen Grössen dO, ergeben wird. 

Der Umstand nun, dass die Gleichungen (155 A) u. (156 ao) identisch 
sind, besagt nichts anderes als: dass cs für die absolute Translation des 
ganzen Molecüls und die dabei durch Arbeitsaufwand gewonnene lebendige 
Kraft gleichgiltig ist, welche besonderen Gruppirungen seine Atome zeigen, 
toenn nur ihr Gesammtcerband und damit der If ’erlh der fortgetragenen 
Masse erhalten bleibt. Wir dürfen desshalb bei der Untersuchung der 
mechanischen Vorgänge und der geometrischen Anordnung in dein Inneren 
des GesammtmolccUls von seiner Translation im Raume abschen. 

Bringt man aber von (155 B) sowohl von (156bo) als auch (156 b, c, 1>) 
zugleich in Abzug, so resultirt die Gleichung: 

(157) 2'dC — 2’£' . dt — 2d* T — 2'A.dt = 0 

welche keine Kräfte oder Drehungsmomente, sondern nur noch solche 
Grössen enthält, die lediglich von der wirklichen Bewegung 
und der Anordnung der Theilmolecüle abhängen. 

Um auch die beiden anderen Gleichungen (155 C, I)) nach demselben 
Principe zu£modiflcircn, verwerthen wir in anderer Weise die Voraussetzung, 
dass jedes Theilmolecül ein solches fester in sich abgeschlossenes Atomen- 
syslem repräsentire , für welches das Gesetz der Erhaltung seiner centrifu- 
galen Energie zu liecht bestehe. Aber dieses findet seinen Ausdruck in 
den Spannkraftsintegralen (105 b, 107 b. 109 b), deren Arten, falls die innere 
Torsion der Partialmolecüle ausser Acht gelassen wird, sämmtlich auf die- 
selbe Form zurück kommen. Indem wir also den Einfluss, den die ver- 
schiedenen Modificationen eines Partialmolecüls auf den dynamischen Zustand 
des Gcsammtmolecüls haben können, nicht in Rechnung ziehen und ebenso 
die Ausgedehntheit auch der wirklichen Atome unbeachtet lassen, nehmen 
wir au, dass für die u-Axe eines jeden Purtialmolecüls die Relation er- 
füllt sei: 

l da 

(158) -j () + Kl (C — 0) — C = ca + c'a' + c''a" 

worin c, c', c“ gewisse, auf die festen Ebenen bezügliche Constanten und 
a, a', a" die »Cosinus der Neigungswinkel zwischen der u-Axe eines Theil- 
molecüls und den festen Axen» bedeuten. Da nun die vollständigen Be- 

» dingungungen für die innere Abgeschlossenheit eines Theilmolecüls durch 
die drei auf seine Uauptaxen bezüglichen Gleichungen nach Art von (158) 
auszudrücken sind, hat man mit Rücksicht auf die in (155 C) rechterseits 
vorkommeude Grösse (138 b) die drei Relationen (158), nachdem sie resp. 
mit Ö„, tt r , 9„ und mit dt muitiplicirt sind, zu addiren; dies giebt: 

(159) y (da • b0» . • ) t {«„ . kl (€— 0) . . } dt = (CW„ . . ) dt + (ch, + c% -f-c"l.) dt 
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Denn nach der für (113b) gütigen Bezeichnung h„ k y , 1, hat man identisch: 
a6»„ + b#„ + t8„ = h x a‘9 u . . = k, a"8 u . . = 1, 

Bedient man sich also des Differentials (147 g), der Determinante (152) und 
der Grösse (138 b), so lassen sich alle jene für je ein Partialmolecül gütigen 
Relationen (159) summiren zu: 

J 2'dCr + 2^‘ . dt = 2’dL., r + 2'dC. (1 60) 

wobei wir, wenn c das »Spannkraftsraaximum« eines Partialmolecüls und 
(c ,8) den »Winkel zwischen der Hauptspannkraftsaxe ebendesselben und 
der Rotationsaxe des Gesammtmolecüls« bezeichnet, setzen: 

dC, = (chx + c'k, + c"lx) dt = o9 . cos (o , 8 ) . dt (161 a) 

Zugleich erkennt man, dass die Grösse de, in (156 c , B) durch: 

de. = (c(), + c’k, + c"l.)dt = cH.cos(o,b) dt (161b) 

definirt ist, wenn S die »Geschwindigkeit der selbständigen Drehung eines 
Theilmolecüls«, I)» , k y , 1, die auf die festen Axen entfallenden Componenten 
derselben und (o,i) den »Winkel zwischen der Rotationsaxe und der Haupt- 
spannkraftsaxe ebendesselben» bedeutet. 

Bringt man jetzt von (155 C) sowohl (156 Co) als (160) in Abzug, so 
resultirt : 

2dÄ r + IX . dt - ~ 2'dG — l'Z . dt = de m — dGJ, — 2'dC. ( \ <«) 

Aber der Relation (160) steht zur Seite eine andere, welche gleichfalls 
durch die eigenartige mechanische System-Verfassung der einzelnen Atom- 
gruppen innerhalb des Gesammtmolecüls zur Erfüllung gebracht wird und 
welche aus denjenigen drei Gleichungen hervorgeht, auf die sich die Re- 
lationen (106b, ,08b, 110b) in dem Falle rcduciren, dass die Ausgedehntheit 
der wirklichen Atome und ihre Torsionsbewegung innerhalb der Theilmo- 
leeüle unberücksichtigt bleiben darf. Die drei Gleichungen nämlich, ge- 
formt wie: 

1 d2l . . _ dh , 

' 7 - dt"^ + *‘3r = — * CB + C ° + c 0 > 1 1 ®*) 

geben, mit dt und resp. mitö„, 8 V , multiplicirt und addirt: 

Y (dTl. f)ö„ . . ) + (Ädlj^u ..) = •— (chx + c'k 7 + c"l.) dt (164) , 

Aber diese Relation, mittelst der Grössen (147 g, h) und (161a) anders ge- 
schrieben, hat für die Gesammtheit der Theilmolecüle zur Summe: 

j 2'dC, + 2’dCi = - 2'dC, (1 6 5) 

Walter, Unteriucbuogen Uber Molecularmechanik. \\ 
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Bringt man nun von (155 D) sowohl (156d 0 ) als (165) in Abzug, so kommt: 

(166) l'dü, + 2'd*. + j 2’dC, + 1% . dt = - dS n + de n m + 2'dC. 

Nun lassen sich die Bedingungen (157, 162, 166), welche durch die relative 
Anordnung und Bewegung der Theilmolecüle erfüllt werden sollen, mittelst 
der Grössen 

a) 3 W = 2’dA T + 2’A. . dt c) K = j 2'dC r + 2% . dt 

(167) b) 3t. = 2dÄ. — 2’X> . dt d) 3.»= 2’d£i'- 2^‘ . dt 

e) 3k = de* — dG^ - 2dC. 

auf den übersichtlichen Ausdruck bringen: 

a) 3e. 3ty =r 0 

(168) b) 3t.. — 3^= 3k 

c) 3t. -f- 3 t.. + 3 c t = — 3k 

Es ist wichtig, den Ursprung und die Zusammensetzungsweise dieser Re- 
lationen vorher zu erwägen, ehe man aus ihnen bindende Schlüsse über 
die geometrische Natur des Molecularverbandes zu ziehen unternimmt. Die 
erste (a) beruht auf der Gleichung (155 B), welche genau so wie (123 b) dem 
d'Alembert’ sehen Princip entstammt; dasselbe gilt von (156 b#). Desgleichen 
ist die Summe der Gleichungen (156b, c, b) nichts anderes als diejenige 
Differentialgleichung, welche die Veränderung der Summe aller zu den 
Massenmittelpuncten der Partialmolecüle relativen lebendigeu Kräfte dieser 
Atomgruppen bestimmt. Demnach ist die Relation (168 a) gefolgert ohne 
die Mithilfe des Principe der Spannkraftsintegrale. Dagegen sind die 
Gleichungen (155 C u. 156c<,u. 159) wesentlich auf dieses Princip gegründet; 
und mit ihnen ist auch die Relation (168 b) von der Annahme der Spann- 
kraftsintegrale schlechthin abhängig. Dasselbe gilt von (155 D) u. (156 do) 
U. (165). Folglich ist auch die Relation (168 c) als eine Consequenz der- 
selben Integrale aufzufassen. Die Zusammensetzungsart der linken Seiten 
von "(168) entspricht vollkommen derjenigen in (123). Denn das dort vor- 
kommende dT hat in den jetzigen Bedingungsgleichungen kein Analogon 
zu fordern. Ferner entspricht 3». dem dortigen dQ insofern, als es auf 
diese Grösse in der Form und der Bedeutung zurückkommt, wenn mau 
für jedes Theilmolecül das Differential (147 g) durch die Annahme vernichtet, 
dass diese Atomengruppe erstarrt sei. Aber dasselbe 3e, vertritt hier merk- 
würdiger Weise das Analogon zu jenem dR« , welches nur in dem Diffe- 
rential (147 h) zu suchen wäre, bei der Bildung von (166) jedoch heraus- 
getreten ist 

Es ist nicht ohne Interesse, aus den 3 Relationen (168), welche zwi- 
schen den 4 Differentialen (167a, b, c, d) bestehen, eine denselben aequivaleute 
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Gruppe von Beziehungen zu folgern, deren jede nur 2 derartige Energie- 
Elemente enthält; diese ist: 

23t, 4- 3t, = 0 i 3t„ -f- Je, =* — 3k 

3t, — 3», = 3k 2 3e, + 3t, = 0 (169) 

3«, — 3t, c= 0 3», — Je, — 3k 

Will man nun auf analytischem Wege diejenigen ganz besonderen Gesetz- 
mässigkeiten aufsuchen, welche die vollkommene Verwirklichung der zur 
Erhaltung des Molecllls erforderlichen Bedingungen bieten und welche zu- 
gleich der Constitution desselben die grösste Einfachheit verleihen, so sind 
die normalen Werthe der Differentiale (167a, b, c, d) in Betracht zu ziehen, 
solche Beträge also, um welche deren allgemeine Werthe schwanken. 

Nun liegt, wie man sieht, die Ursache der Schwankungen der Grösse 

3., = I (3l)d0„ . . ) — 2' {31) (0 o l — 6U) .. • } dt (170) 

hauptsächlich darin, dass die möglichen Werthveränderungen der Ver- 
hältnisse t):ö„, h:# 0 , t: 8 W der characteristischen Determinante (152) 
negative und positive Werthe verleihen können, auch wenn die Vorzeichen 
der Rotationsgrössen 3t), ßk, CI dieselben bleiben. Desshalb wird derjenige 
Rotationszustand, der unter allen möglichen die normale innere Verfassung 
eines in 1‘artialmolecttle gegliederten Gesammtmolecüies kennzeichnet, durch 
die Bedingungen 

a) 2’^‘ = 0 oder beschränkter b) = 0 (171) 

gegeben sein. Aber die letztere verlangt, analog wie im vorigen §, die 
Gleichheiten 

1) = k = 0* t = 9* (171c) 

oder: dass die Rolationsgeschwindigkeits-Componenten eines jeden Partial- yjj 
molecüls , sowie sie um die Axen des grössten, des mittleren und des 
kleinsten seiner Hauptträgheitsmomente bestehen, in einer unbestimmten 
Reihenfolge den denselben Axen parallelen Componenlen der Umdrehungs- 
geschwindigkeit des Gesammtmolecüies gleich sein müssen, so dass die 
augenblicklichen Rotationsaxen aller Theilmolecüle ein System von Parallelen 
zur Drehungsaxe des Gesammtmolecüls repräsentiren , und dass bei allen 
diesen Atomgruppen die Drehung in demselben Sinne und mit derselben 
Geschwindigkeit erfolgt. 

Nimmt man nun die Gleichungen (171c) als Ausdruck der für endliche 
Zeitstrecken beharrenden oder nur zu einzelnen Zeitpuncten vorhandenen 
normalen Molecular-Verfassung an und setzt: 

a) dr, = y2’(d3.l) 2 . . ) = 2dS v b) dr. = 2'(3.l)dh . . ) = 2'dfi, ( i 72 ) 

so kann man sagen, dass 3», um den Werth von dr, herumschwankt und 

li* 
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ihn erreicht, so oft die Drehung der Partialmolecüle derjenigen des Ge- 
sammttnolecüls in Geschwindigkeit und Richtung gleichkommt, und dass 
alle diese Axen in dieselbe Grade fallen, wenn die Massencentra der Theil- 
molecüle genau auf die Rotationsaxe des Gesnimntmolecüls zu liegen 

kommen. 

Es ist ferner klar, dass unter denselben Annahmen (171 c ) der Werth 
der Grösse 

(173) = y2’(da.l)0u . . ) +2 , {at ) (.GW — « K k) . . }dt 

um den Werth von dr Y herumschwankt und ihn unter genau denselben 
Umständen, wie ebcu gesagt, vorübergehend annimmt oder für die Dauer 
behält. 

Unter eben solchen Verhältnissen (171 c) verwandelt sich die Grösse 
(148 b) in 

* 0 = (fl — o <ct„ + e,(e - a) eh. + 9 „ (a — ei ct„ 

= e r etr)+ fl(.— .) + «(.-.) 

Nun gestatten die Werthe (138c) und (148a) sofort die Reductiou: 

&w&w — öcCtu = (k’l.n, — kl 2 . o w ) (b,r„ — b„c,) etc. 

= a,a w . h (l 2 - k 2 ) + a.a„ . k (h 2 - 1») + a„a, . I (k 2 - h 2 ) 

Es wird also: 


(174) a) A 0 


©u I 0, , 0» 

kl , lh , hk 
h , k , 1 


Da = a.a,a„+6.b v b, + C,f*r, 

worin b) D, = a.a,a,, 

D» = a . a„a. 


Man hat ferner zwischen den Componenten (138c) und den Ausdrücken 
(143c) ganz im Allgemeinen 3 Beziehungen nach der Art von 

(175) a ) ®J = q* + 2p n wo b) p u = kl . a„a. + lh. a»a„ + hk.a„a. 

Demnach wird man anstatt dieser vermöge der Bedingungen (171c) haben: 

(175c) qÜ = ») 5 — 2P» q; = k s — 2p r q 2 = l 2 — 2p, 

Zu einer Zeit also, wo die differentielle Energie J« w (170) resp. Je, (173) 
dem Werthe dr« (17‘2b) resp. dr, (172a) gleichkoinnit, wird die wesensgleiche 
Grösse Jt, (167a), d. i. 

(178) Jw = i-2'(da.q2 • • ) + 2'{* (•-«)*. . . }dt 


vermöge (174a u. 175c) nothwendig übergegangen sein müssen in: 

( 177 ) Jw = dr, — 2'(da.p„ + dß.p„ + dC. p„) 4- 2’A 0 .dt 

Richtet man jetzt sein Augenmerk auf die besondere Zusammensetzung der 
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innerhalb dieses augenblickliehen Werthes vorkommenden Ausdrücke (175b) 
und (174a), so sieht man, dass unter einer einzigen, überraschend einfachen 
Bedingung dieser 'Werth von Je» auf denjenigen von dr»(172a) zurückkommt. 
Dies tritt nämlich dann ein, wenn das Gcsammtmolecill um nur eine 
einzige seiner natürlichen Drehungsaxen mit einer gewissen Ge- 
schwindigkeit rotirt und um die beiden anderen Hauptaxen gar 
keine Rotationsbewegung besitzt. In der That, wenn die Bedingungen 

h = 0 k = 0 1 = 0 

zu einem Zeitpunct oder für die Dauer einer gewissen Zeitstrecke erfüllt 
sind, ist: 

p„ = p c = p, r = 0 und A 0 = 0 

Dann aber werden zugleich nach §11; 12 die Richtungscosinus a, a ‘ , a" 
der u-Axe des Gesammtmolecüls constant; also behält diese Axe ihre Rich- 
tung, so lange sie nicht durch Stösse gewaltsam verrückt wird. 

Daher darf mau sagen, dass auch (177) um den Werth von dr T 
(172 a) herumseh wankt und ihn annimmt, so oft eine der drei Hauptaxen 
des Gesammtmolecüls zu seiner alleinigen und in ihrer Richtung unver- 
änderlichen Drehungsaxe wird. 

Unter den Bedingungen (171 c) wird auch die differentielle Energie 
Ji, (167 b) d. i. 

= Y i'ja.d(qj) . . } — 2'{t>(ß - «)<fc„ . . } dt 
übergehen in 

S», = dr, — 2 (71 . dp,, + 0 . dp, + C.dp„.) — 2A 0 ■ dt 

so dass auch diese Grosse um den Werth von de, (172b) im Allgemeinen 
herumschwankt und ihn behält, so lange die Drehung des Gesammtmolecüls 
um eine einzige seiner Hauptaxen erfolgt. 

Es ergiebt sich also, dass unter den durch (171 c) u. (178) definirten 
normalen Umständen folgende Relationen zur Erfüllung kommen: 

lc, — — dr v de, - de. 

Vermöge derselben reducircn sich die Ilauptbedingungen (168) auf: 

dr» = j 2 (da . h 2 + dß . k 2 + d€ . I 2 ) = 0 dt. = 2'(711)dl) +ßkdk + €ldl) = 0 
Sk = dS m — d£> — 2dC, = 0 

Aber vermöge (178) reduciren sich zugleich die Bedingungen (171c) auf: 
t) = ha„ k = hb„ l = ht u ; K = + k 2 + 1* = h 

Demnach verwandeln sich die iu (172) vorkommenden partiellen Differentiale 


(178) 

(179) 

(180) 
(181) 

(182) 

(183) 

(184) 
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(147 k, 1) der vollständigen Rotationsenergie R eines Partialmolecüls ver- 
möge der Formeln 

(jdb = bdb.a;i+h 2 (a o b 0 .l— taOa.k)dt ; b„c 0 .t)(ß— €) + („«». h(C— 71)+ . = 0 
in 

dB. = Äl.hdh wo Äl = Zal+ ßb 2 + Cr 2 

(185) « 

dB^dÄ.i » dfll = dTl.o 2 + dß.b 2 + dt.cj 

Denn eben durch die Annullirung der hier angegebenen Determinante, die 
aus (152) durch (184) entstanden ist, kommt es dahin, dass derjenige Theil 
von dB., welcher einer Lagenveränderung der Hauptaxen eines Theilmolecüls 
entspricht, stets = 0 ist, so lange die Bedingungen (184) bestehen. Man 
hat also unter solchen Umständen nur noch das eine Trägheitsmoment S3X 
zu beachten, welches einem Partialmoleciile in Bezug auf eine zur u-Axe 
oder alleinigen Drehungsaxe des Gesammtmolecflls parallelen Transversale 
zukommt und hat ferner nur diejenige Veränderung desselben Bl zu be- 
trachten, welche durch Veränderung der relativen Anordnung seiner wirk- 
lichen Atome im Allgemeinen hervorgerufen wird. Man muss jedoch die 
Vorstellung festhalten, dass keineswegs' für jedes Theilmolecül die Rotation 
auf eine einzige seiner Hauptaxen beschränkt wird, wenn das Gesammt- 
molecül durch eine solche Beschränkung den normalen Rotationszustand 
annimmt und wenn auch die resultirende Umdrehungsgeschwindigkeit eines 
jeden Partialmoiecüls = h verbleibt. 

Nun werden aber die für die normalen intramolecularen Zustände 
gütigen Bedingungen (183) durch die Wcrthe (185) noch weiter vereinfacht zu: 

a) 2'dB, = h 2 2’d4tt = 0 ß) 2dR. = hdh2Ä = 0 , d.i. dh = 0 

(186) r ) - de», — 2’dC. = o 

Die Gleichung (a) enthält aber das Gesetz: 

IIX Der Normalzustand eines Gesammtmoleciils , bei welchem dessen Par- 
tialmolecüle sämmtlich mit derselben Geschwindigkeit und in demselben 
Sinne um parallele Axen voti unveränderlicher Richtung rotiren, kann nicht 
bestehen , ohne dass auch zugleich diejenigen an den lebendigen Kräften 
der Rotationsbewegungen der Theilmolecüle vorgehenden unendlich kleinen 
partiellen Aenderungen, welche durch innere Dagenveränderungen der Atome 
dieser Partialmoleciile hervorgerufen werden, immer für das ganze MoleciÜ 
eine Summe = 0 haben. 

Wenn also einige Theilmolecüle eine zeitweilige Vergr'össerung ihrer 
Ausdehnung dadurch erfahren, dass die Massencentra ihrer Atome sich 
weiter von den Hauptaxen jener während ihrer Drehungsbewegung um deren 
Massenmiltelpuncte entfernen, so müssen gleichzeitig andere Partialmoleciile 
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eine in der Däner entsprechende Verminderung ihrer Ausdehnung dadurch 
erfahren , dass die Massenmittelpuncte ihrer Atome unter fortdauernder 
Rotationsbewegung den Massencentren jener näher rücken. 

Und die Gleichung (ß) enthält das einfache Gesetz: 

Es gehört zur normalen dynamischen Verfassung eines in Partial- IX 
molecüle gegliederten Gesammtmolecüls, dass es sich mit einer constanten 
Geschwindigkeit um eine Axe von unveränderlicher Richtung drehe. 

Allgemeiner gefasst, verlangt dasselbe Gesetz: dass, wenn einige Theü- 
molecüle eine Vergrösserung der Energie ihrer Drehung um ihre Massen- 
centra durch zeitweilige Angriffe innerer Kräfte erfahren, die anderen 
Partialmolecüle eine entsprechende Verminderung ihrer Rotationsenergie er- 
leiden müssen. 

Wenn also einige Theilmoleciile der Rotation des Gesammtmolecüls 
in ihrer Drehung um ihre Massencentra vermöge grösserer Geschwindigkeit 
voraneilen, so müssen die anderen Partialmoleciile mit einer zeitweilig in 
entsprechendem Maasse verminderten Rotationsgeschicindigkeit gegen die 
Drehung des Gesammtmolecüls Zurückbleiben. 

Die Summe der Gleichungen (a) u. (ß) ergiebt in der Formel 

dr T + dr w = 0 ; folglich i'B — 1' - - g— = const. (187) 

das nach den vorigen beiden Gesetzen schon selbstverständliche Gesetz: 

Der normale Rotationszustand eines in Partialmolecüle gegliederten X 
Gesammtmolecüls verlangt , dass die Summe der lebendigen Kräfte der 
Rotationsbewegungen dieser Theilmolecüle um ihre Massencentra eine un- 
veränderliche Grösse ist. 

Ferner reduciren sich die Relationen (156 b, r, ö) vermöge (186 a,^) auf: 

b) ^d* = ^d£., t c) 2'd£,, r = 0 1) 2'dG. = 0 (188) 

Hiervon ist die Gleichung (b) nur der differentielle Ausdruck des Satzes: 
dass die Summe der Arbeiten der Kräfte JE, fl, 3, welche die Massenmittel- 
puncte der einzelnen Atome aller Theilmolecüle angreifen und sowohl aus 
dem Innern des Gesammtmolecüls, wie aus seiner Umgebung herrühren, 
der Zunahme der Summe der lebendigen Kräfte derjenigen Schwingungs- 
Bewegungen gleich ist, welche die Massencentra der einzelnen Atome aller 
Theilmolecüle resp. in Bezug auf deren Massenmittelpuncte und ebenso in 
Bezug auf deren als ruhend vorgestellte Hauptaxen ausführeo. Es ist also 
vermöge dieser Differentialgleichung noch erforderlich: dass die Summe der XI 
Arbeiten der inneren und äusseren Kräfte, welche die Atome aller Partial- 
molecüle bei ihren relativen Verschiebungen beschleunigen, im Mittelicerth 
= 0 verbleibe, damit die Energie solcher Schwingungsbewegungen einen für 
ias ganze MolecUl constanten Werth behalte. * 
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Die Gleichung (t), durch Einführung der normalen Werthe (184) in 
die Dcfinitionsformel (136b) und Unterdrückung des Factors h auf die Form 
gebracht : 

(188 (') 2 (ftto + ittb,, + «t«) = 0 

unterwirft die durchaus normale Verfassung eines in Partialmolecüle gc- 

XII gliederten Gesammtmolecülcs dem Gesetze: dass die Summe derjenigen 
Componenten , welche von den die einzelnen Theilmoleciile anyreifenden 
Drehungsmomenten auf die eine Rotationsaxe des Gerammt molecüls ent- 
fallen , stets = 0 sei. 

Und die Gleichung (b) , nach F.insetzung derselben Werthe (184) in 
die Dcfinitionsformel (161b) und Weglassung desselben Factors h in der 
Form geschrieben: 

(188 b') 2’ c . cos (o , u) = 0 

enthält bezüglich der relativen Lagen der Hauptspannkraftsebeneu der ein- 
zelnen Theilmolecüle den Satz: 

XIII Wenn die Spannkraftsmaxima der Partialmolecüle durch ihren Werthen 
proportionale Strecken auf ihren resp. llauptspunnkraftsaxen dargestellt 
sind, so wird der mechanische Zustand des Gesammtmolecids die geringste 
Alteration nur dann erfahren, wenn jenes System t'on Pinien, einem im 
Gleichgewichte befindlichen Kräftesysteme vergleichbar , in der Projection 
auf die eine Drehungtaxe des Gesammtmolecids eine in sich zurücklaufende 
Kette grader Linien ergiebl. 

Wenn also in dem Gesammtmolecüle immer je zwei Partialmolecüle 
mit demselben Spannkraftsmaximum Vorkommen, wird dieser Forderung 
genügt sein, so lange die Hauptspannkraftsebenen beider gegen die eine 
Drehungsaxe jenes solche Neigungswinkel haben, deren Unterschied = 2 
Rechten ist , wofern man für beide denjenigen Theil jener Axe allein ins 
Auge fasst, um den die Drehung, vom Centrum aus betrachtet, in demselben 
Sinn erfolgt. 

Wenn nun ein Moleciil eine grade Anzahl identischer Partialmolecüle 
enthält, wird deren Anordnung dann im höchsten Maasse normal sein, wenn 
ihre llauptspannkraftsebenen paanceise solche Lagen einnehmen, die eine 
di ametrale Symmetrie besitzen. 

Man darf nicht vergessen, dass die ausgesprochenen Gesetze nur ganz 
besondere Fälle der Verwirklichung der Hauptbedingungen (168) enthalten, 
die auch in einer weit allgemeineren Weise erfüllt sein können, ohne den 
Fortbestand des Gesammtmolecüles zu bedrohen ; aber man darf behaupten, 
dass die durch die gegebenen Gesetzte definirte mechanische Verfassung 
eines Molecüls derjenige Zustand sein muss, welcher in dem Wechsel aller 
mit den Hauptbediugungen verträglichen Zustände immer wieder ange- 
nommen und übergangen wird. 

• 
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Nachdem nun die beharrenden Bewegungskräfte, welche die Verfassung 
des Molecüles complicirter machen können, in den Determinanten (171b) 
und (174 a) vorläufig entfernt und nachdem die inneren Bewegungen der 
Theilmolecüle für sich betrachtet worden sind, ist es von Interesse, die 
Bewegung ihrer Massencentra innerhalb des gesammten Molecularverbandes 
zu betrachten und diejenigen Mittelwcrthe aufzusuchen, welche den hierbei 
in Wirkung tretenden kinetischen und dynamischen Functionen für eine 
unbeschränkt gedachte Dauer der Unversehrtheit des Molecüls zukommen 
müssen. 

Vereinfacht man dieJlelationen (156 bo, c 0 , d 0 ) durch die Annahme, dass 
dh = 0, k = l = 0 sei: so reduciren sich jene lttr die Verbindung der 
Massencentra der Theilmolecüle aufgestellten Gleichungen, unabhängig von 
einander, auf: 

b 0 ) dT 0 — d^o- -ff = d£J| jt wo d£; t = J(5 0 du» . . ) 

C) d.4„.-^ = d££ r +de^ » dff r = A 0 . hdt (189) 

do) dd 0 . ^ + h.dUJ = — dC^ » dS» =C 0 .cos(Co,u).hdt 

Insbesondere bedeutet hierin Co das constanle Spaunkraftsmaximum, welches 
dem in einem der Beharrung fähigen Zustande relativer Bewegungen be- 
griffenen Systeme der Massencentra der Theilmolecüle im Augenblicke seiner 
Entstehung zu eigen gegeben wurde in Bezug auf eine Axe, die wegen 
der durch Bedingungsgleichungcn beschränkten Wirkungsweise innerer und 
äusserer Kräfte eine unveränderliche Richtung im Raum bewahrt. Wofern 
aber die zu deser Axe normale Ebene, d. i. die »Hanptspannkraftsebene 
des Massencentra- Systemes« in der That so gelegen sein soll, dass in ihr 
die Summe der Centrifugalkräfte-Arbeiten ein Maximum werde, muss sie 
hinfort als senkrecht auf der alleinigen Drehungsaxe des Mo- 
lecüls betrachtet werden. Denn nur so lange hat die Hauptspannkraftsaxe 
als feste Richtung in ihrer räumlichen Verschiedenheit von den Hauptaxen 
eine besondere mechanische Bedeutung, als diese Axen sowohl im Molecüle 
als im Raume sich bewegen. Demnach ist in Uebereinstimmung mit der 
jetzigen beschränkten Annahme der durchaus normalen inneren Molecular- 
vcrhältnisse cos (C 0 , u) = 1 zu nehmen. 

Die Gleichung (b 0 ), seit dem Abschluss der Bildung (t = 0) des Molecüls 
bis zu einem beliebigen Zeitpuncte (t = r) seines Bestehens integrirt ge- 
dacht, ergiebt: 

JT0 — JA 0 .~=:JS:« t (190bo ) 

Hierin bedeutet also JT° den endlichen Zuwachs, den die Energie der 
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Schwingungsbewegungen der Theilntolecül ■ Centra im Verlauf der Zeit- 
strecke r erfahren hat, und JA die Veränderung, welche das Trägheits- 
moment desselben Systemes in derselben Zeit erlitten hat. Man muss die 
Grösse J 7’° als eine Vermehrung der »calorischen Energie« des Mo- 
li 1 

lecüls betrachten; man muss zugleich die Grösse - 0 ,dieansich negativ 

oder positiv ist, je nachdem das System der Theilmolecül- Centra sich 
verdichtet oder ausdehnt, als diejenige innere Arbeit ansehen, 
welche zu Veränderungen der Lagen dieser Puncte im Innern 
des Gesammtmolecüles aufgewendet wird. Nach dieser von der 
»mechanischen Theorie der Wärme« dictirten Auflassung enthält die Glei- 
chung (190 b 0 ) den bekannten Grundsatz: 

XIV Wenn innere und äussere Kräfte die Massencentra der näheren Be- 
standtheile eines Moleciils angreifen, so ist die von ihnen in einer gewissen 
Zeit geleistete Arbeit äquivalent mit dem Zuwachs, den die (im mechani- 
schen Arbeitsmaasse ausgedrückte) calorische Energie dieser Afassen- 
centra in derselben Zeit erfährt, vermindert um diejenige Arbeitsgrösse, 
welche gleichzeitig, ohne sich in calorische Energie zu verwandeln , zu in- 
tramolecularen Lagenveränderungen d.h. zu innerer Arbeit auf ge- 
wendet wird. 

Wird über die Gleichung (189 c v ) ebenfalls eine Integration ausgeführt, 
so kommt: 

(190 r„) JA . ~ = hj.lodt + hC 0 . r 

0 

oder, wenn man den Mittelwerth 3 0 des Drehungsmoraentes A einführt: 

T 

(109 c„) JA . ^ = h (!„ + c u ) r für 3 e = -Ma dt 

0 

Zufolge dieser Gleichung würde also die Aenderung JA von dem ein- 
maligen Abschlüsse der Molccularbildung an mit wachsender Zeit in’s Un- 
begrenzte wachsen, wenn das Drehungsraoment J 0 stets dieselbe Grösse 
bewahrte; wenn aber A„ = — C„ ist, so bleibt JA = 0 für eine beliebige 
Zeitstrecke. Man hat also das Theorem: 

XV Wenn der Werth des Drehungsmomentes , welches das Sgstem der 

Massencentra aller Theilmolecüle angreift, um die Constante — C 0 herum- 
schwankt , so wird in derselben Aufeinanderfolge des Wachsens und Ab- 
nehmens das Trägheitsmoment dieses Systemes bald grösser, bald kleiner 
als im Anfang sein. 

Das Trägheitsmoment des Gesammtmolecüles um seine Drehungsaxe 
muss demnach um einen zugleich mit (dem Alittelicerlhe) seiner Rotations- 
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geschwindigkeit constanten Werth herumschwanken , wenn die Summe aus 
dem augenblicklichen Wert he des wirkenden Drehungsmomentes und der 
Constante Co abwechselnd positiv und negativ ist. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, wird für beliebige Zeit der Mittelwerth 


d,/ 0 

dt 



I mh 2 r„ 


dry 

dt 


= 0 


sein, wobei r 0 den Abstand des Massenmittelpnnctes eines Theilmolecüls 
von der Drehungsaxe des Gesammtmolecüls repräsentirt. Bedient man sich 
nun der ganz besonderen, aber nach dem Vorangegangenen berechtigten 
Vorstellung, dass die Massencentra der Partialmolecüle sämmtlich mit der- 
selben Winkelgeschwindigkeit die eine bevorzugte Hauptaxe des Gesammt- 
molecüls umlaufen: so kann man die intramolecularen Bewegungen dieser 
Puncte auf eine Schaar von Kreiscylinder-Flächen beziehen, deren gemein- 
schaftliche Axe durch die Rotationsaxc des Gesammtmolecüls gegeben ist, 
wenn man mit dieser eine Schaar von parallelen Ebenen verbunden denkt, 
die alle auf der genannten Axe senkrecht stehen. Dann wird der Radius 
des Kreisschnittes einer gewissen Cylinderfläche mit irgend einer jener 
Ebenen unter r 0 zu verstehen sein. Stellt man sich nun vor, dass immer 
je zwei Theilmolecüle von gleichen Massen ihre Centra in den Endpuncten 
irgend eines einem solchen Circulardurchschnitte angchörigen Diameters 
besitzen und dass diese Centra jederzeit gleiche unendlich kleine Strecken 
dr 0 in entgegengesetztem Sinne zurücklegen, also entweder beide zu- 
gleich von der Drehungsaxe fort oder zu ihr hin rücken, so ersieht man 
die einfachste der Möglichkeiten, wie die freie centrifugale Energie des 
einen von zwei Partialmolecülcn durch die des andern aufgehoben wird 
und man begreift, dass von zwei Partialmolecülen immer das eine 
das andere nothwendig fordert. 

In dieser Hypothese gewänne man den Satz: 
dass mindestens immer je zwei Partialmolecüle sich zu einander gesellen XVI 
müssen , um gegenseitig ihr Bestreben, von der Drehungsaxe ihres Sgstemes 
fortzußiehen, aufzuheben. 

Denkt man endlich die Gleichung (189d 0 ) über die Zeitstrecke r integrirt, 
so ergeben sich für den als den einzig normalen unter allen nachgewiesenen 
Zustand einer constanten (mittleren) Umdrehungsgeschwindigkeit um nur 
eine einzige Molccül-Hauptaxe Folgerungen, die eine rückwirkende Kraft 
auf unsere früheren Vorstellungen und Schlüsse üben. Denn es folgt in 
dieser Hypothese: 

M . -g- + h . JUi = — hC„ . t wo düi = |'2'mr> 0 


Indem aber hier durch die Torsionsgeschwindigkeit eines Theilmolecül- 
Centrums in Bezug auf die zur Drehungsaxe des ganzen Molecüls senkrechten 
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XVII 


beiden anderen Hauptaxen repräsentirt wird, folgt aus dem Begriffe der 
intramulecularen Torsionsbewegung, die als eine periodische Schwankung 
des Umlaufs der einzelnen Partialmolecül - Centra um die ihrem ganzen 
Systeme eigene Rotation gedacht wird: dass, wenn die Abstände r 0 nach 
obigem Satze (XVI) periodisch variiren, der Mittelwerth der Torsionsgrösse 
UJ = 0 zu setzen ist lür eine Zeitstreckc r, die einem Vielfachen der Periode 
der Torsionsschwingungen gleichkommt. Demnach wird für diese Zeitstrecke 
auch zfUJ = 0. Aber für eine constante mittlere Geschwindigkeit der Ge- 
sammtumdrehung ergiebt sich dennoch utiabweislich die Forderung, dass 
auch C 0 =a 0 sei. Nun sind die 3 Constanten C, C', C“ nur in dem Falle 
analytisch von Bedeutung, wenn die Winkelgeschwindigkeiten h, k, 1 als 
Variable in dem Problem verbleiben; denn sie sind in der That dieje- 
nigen Constanten, die mit Rücksicht auf die 3 neuen veränderlichen Winkel 
(vgl. S. 79) ausser den Coordinaten in den Spannkraftsintegralen ihrer All- 
gemeinheit wegen durchaus bestehen müssen. Sie sind also weder über- 
flüssig, noch widerstreiten sie (vgl. S. 145) dem Gesetz der Erhaltung der 
Energie; sie geben endlich den Formeln einen solchen Grad von Allge- 
meinheit, dass diese Doch auf die Bedingungen des Ausscheidens der Partial- 
molecüle aus dem gesammten Molecular-Verbande ihre Tragweite erstrecken. 

Wollte man überhaupt C = C' = C" = 0 annehmen, so würden die 
Spaunkraftsintegrale singulärer Natur werden, indem ihnen eben die 
Integrationsconstanten fehlen würden. Nun ist zwar der Fall durchaus nicht 
unmöglich, dass die — immer unter Voraussetzung der Spannungsgleich ungen 
— nach Art von (122) aufgestellten Defiuitionsformeln für das Gesammt- 
molecül und seine näheren Bestandtheile die bezüglichen Integrationscon- 
stauten =0 ergeben.’ Dann würde aber z. B. aus (163) folgen: dass die 
lebendige Kraft der selbständigen Rotationsbewegung eines jeden Partial- 
molecüls für jede seiner Hauptaxen constant sein müsste, eine Conse- 
quenz, deren ausserordentliche Beschränktheit sie weniger annehmbar er- 
scheinen lässt. Ueberlegt man jedoch, dass das Verharren eines Partial- 
molecüls in dem gesammten Molecular-Verbande um so gesicherter erscheint, 
je mehr seine Rotationsbewegung mit derjenigen des Gesammtinolecüls 
bezüglich der Axenrichtung und Geschwindigkeit übereinstimmt, so darf 
man gemäss (186/5) alle bisher entwickelten Sätze unbedenklich für einen 
constanten Mittelwert!» der Umdrehungsgeschwindigkeit des Gcsammtmolecüls 
als giltig anerkennen. 

Betrachten wir die Gleichungen (154b, c, d) oder auch (156bo, Co, d„), 
welche für die Massenccntra der Atome oder auch der Theilmolecüle den- 
selben dynamischen Inhalt haben, jetzt in der allgemeineren Voraussetzung, 
dass alle 3 Geschwindigkeiten h, k, 1 veränderlich sein mögen. Dann ent- 
halten jene Gleichungen zusammen den allgemein gefassten Satz: 

Jedem Zustande der inneren Anordnung eines Molecüls entspricht 
für den nächsten Zeitmoment ein bestimmtes Verhältnis» der Werthe der 
verschiedenartigen Variationen seiner inneren mechanischen Energie. 
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Insbesondere giebt die Gleichung (154 b) oder (156b„) den Satz (XIV) 
frei von der Beschränkung auf constante Rotationsgeschwindigkeit. 

Man denke sich die Gleichung (156c«) auf zwei verschiedenartige Mo- 
lecüle angewendet, die theils identische, theils heterogene Partialmolecille 
in sich fassen. Sind jene unter gleichen äusseren Umständen entstanden 
und bewahren gleiche Rotationszustände, sind ferner die Massencentra der 
Theilmolecüle in entsprechend gleicher Weise räumlich angeordnet: so darf 
die Grösse dC" für beide Molecüle als jederzeit glcichwerthig gelten. Wenn 
nun für beide die Kräftepaare von gleicher Stärke sind, aber nicht mehr 
um gewisse Mittelwerthe schwanken, sondern in gleichem Sinne und Maasse 
fort und fort beschleunigend mechanische Arbeit leisten, so muss es bei 
beiden nothwendig dahin kommen , dass die (anf ihre Drehungsaxen bezo- 
genen) Trägheitsmomente beider Molecüle zu gleicher Zeit ihre Grenzwerthe 
erreichen, indem die Massencentra der Theilmolecüle so grosse Entfernungen 
von der Rotationsaxe annehmen, dass ihr Zusammenhang sich lösen muss; 
hierbei kann es aber auch geschehen, dass zwei oder mehre Theilmolecüle 
verbunden bleiben, obgleich sie aus dem Gesammtmolecüle austreten. Zu- 
gesteht man jener Formel die Giltigkeit auch für den Grenzzustand, so 
bietet sie ein Grundgesetz, welchem die Zersetzung chemischer Verbindungen 
nachweislich unterliegt. Denn es Hesse sich der Satz aufstellen: 

Drehungsmomente von gleicher Stärke werden in gleichen Zeiten gleiche XIIX 
Anzahlen solcher Molecüle zerlegen , deren Spannkräfte maxi ma gleich- 
werthig sind. 

Es ist nun leicht, auch die Ausgedehntheit sogar der wirklichen Atome 
in Formeln zu berücksichtigen. In diesem Falle nämlich würde die Rela- 
tion (157) linkerseits noch die Terme erhalten: 

X {Mk> + Mk, + NI«} dt - X (')« • « (C - B) . . } dt - X {fcAdA . . } 

wenn 1) 0 , k«, l„ die nach den Hauptaxen der einzelnen wirklichen Atome zerlegten 
Componepten der Umdrehungsgeschwindigkeit S, des aus grade diesen Atomen 
zusammengesetzten Pnrti&lmolecüls repräsentiren. Bei der Verallgemeinerung 
der entsprechenden Relationen (162) und (166) kommt es dahin, dass die 
hinzutretenden Terme sich gegenseitig zerstören. Allein vermöge der Glei- 
chungen (102) wird das vorstehende Aggregat = 0. Demnach bewahren 
die Bedingungsgleichungen (168) in derselben Form ihre Giltigkeit auch 
für den Fall, dass die wirklichen Atome als starre, ausgedehnte Monaden- 
systeme vorgestellt und behandelt werden; man kann also sagen: 

Die besondere Art der unveränderlichen Anordnung von Monaden zu XIX 
kleinsten Massensystemen, welche die wirklichen Atome repräsentiren können, 
und deren Rotationszustand ist durchaus ohne Einfluss auf die Gesetze, 
nach denen sich beschränkt - veränderliche Systeme solcher Atome, den 
Character von Partialmolecülen behauptend, zu den grösseren Molecülen der 
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Körper anordnen und verbinden. Dagegen sind die Gesetze der periodi- 
schen Translationen der Massencentra der wirklichen Atome innerhalb 
eines Partialmoleciils von entscheidender Bedeutung für den chemischen 
Character eines solchen Theilmolecüls. 

Da nun die Grundform unserer Gleichungen in allen Entwicklungen 
sich erhalten hat, so gelten die hier deduCirten Gesetze auch für den äusserst 
wahrscheinlichen Fall, dass viele Arten der sog. Elementatome als Partial- 
molecüle aufgefasst werden müssten. 

Indem wir also untersuchten, wie gewisse mechanische Principien aus 
einer ursprünglichen, in geometrischem und dynamischem Sinne indifferenten 
Anlage eines Stoffgebildes eine solche weitere Entwickelung erzwingen, die 
nach einer Richtung in überwiegendem Maasse fortschreitet, wogegen die 
Ausbildung nach anderen Richtungen gehemmt wird, kamen wir zu der 
Erkenntniss des universellen Gesetzes: 

Wenn die innerliche Ausbildung eines Atomensystemes durch die Ein- 
richtung besonderer Partialmolecüle von geirisser Selbständigkeit sich mehr 
und mehr vervollkommnet, so kann dies kraft des Gesetzes der Erhaltung 
der Energie und kraft der durch die Spannlcraftsintegrale ausgedrückten 
inneren und äusseren Verbindung dieser Thcilmoleciile einzig in der Weise 
geschehen, dass der Werth der Rotationsgeschwindigkeit des Gesammt- 
molecüls, ihr Sinn und die Richtung ihrer Axe sich auf die Theilmo/ecüle 
überträgt , so zwar, dass die Atome eines Partialmoleciils in demselben 
Sinne ihren Schwerpunct umkreisen, in welchem die Theilmolecül-Centra 
ihren gemeinschaftlichen Massenmille Ipunct umlaufen und dass ferner die 
Ebenen der Rotationsbewegungen der Partialmolecüle sich mehr und mehr 
dem Zustande des Parallelismus nähern. 

Die in diesem Capitel aus dem Princip der Spannkräfte, — welches 
dem universellen Gesetze der Erhaltung der Energie eingeordnet wurde, — 
hergeleiteten Theoreme und Postulate kennzeichnen im Umriss die mechanische 
Entwicklung der stofflichen Gebilde und drängen uns nun zur Untersuchung 
der Kräfte, vermöge deren die materiellen Gestalten zu einander in Ab- 
hängigkeit treten. 


Digitized by Google 


175 


Siebentes Capitel. 


Theorie der nach den aufsteigenden Potenzen der Dimensionen der 
Molecüle graduirten dynamischen Functionen. 

§ 31. Die Bestimmungsstücke der absoluten und relativen Position zweier Molecüle. Die 
Reduction des Abstandes zweier Atommassenmittelpunctc in zwei getrennten Mo- 
lecülen auf die Entfernung der Molecülmassenmittclpuncte und die linearen Dimen- 
sionen der Molecüle. • 

Die Differentialquotienten der Bestimmungsstücke der relativen Position zweier 
Molecüle, genommen nach den Coordinaten der Molecülm&ssenmittelpuncte und 
nach den Umdrehungswinkeln der Molecüle. 

§ 32. Die Kräfte, die Kräftepaare und die Kräftefunction zweier Molccüie in der Hypo- 
these einer Fernwirkungsfähigkeit der chemischen Atome. 

§ 33. Reihenentwicklung für den Quotienten: die Wechselwirkungsfunction zweier Atome 
(in zwei Molecülen), dividirt durch den Abstand ihrer Musscnmittelpunctc. 
Reihenentwicklung für das Integral der Wechselwirkungsfunction zweier Atome (in 
zwei Molecülen), genommen nach dem Abstand ihrer Massenmitelpuncte. 

§ 34. Die allgemeinen Ausdrücke der nach den linearen Dimensionen der chemischen Mo- 
lecüle graduirten Kräfte, Kräftepaarc und Kräftefunctionen derselben. 

§ 3ö. Berechnung der statischen Werthe der in den allgemeinen Ausdrücke der graduirten 
dynamischen Functionen auftretenden, über beide Molecüle erstreckten Summen. 
Die Normalwerthe der graduirten Kräftefunctionen, Kräfte und Kraft opaare zweier 
Molecüle, bezogen auf ihre Masscnmittelpuncte und ihre Hauptträgheitsaxen. 

§ 36. Die Normalwerthe der graduirten resultirenden Kräfte und Kräftepaare, welche zwei 
Molccüie aus der Ferne auf einander ausüben. 

§ 37. Die allgemeinen Integrale der Dynamik, erweitert für die Wechselwirkung zweier 
oder mehrer Molecüle. 

Die Erhaltung der Bewegung des Schwcrpunctes ; die Flächensätze; die Erhaltung 
der lebendigen Kräfte. Das Princip der Spannkräfte und seine Consequenzen. 

Nachdem wir in den Stand gesetzt sind, genau die Umstände angeben 
zu können, die den festen Zusammenhang der Atome eines Molecüls bedingen, 
finden wir es zur Erlangung grösserer Klarheit nöthig, die Kräfte und die 
Drehungsmomente zu bestimmen, welche je zwei Molecüle auf einander aus- 
üben, und ferner auch die Beziehung zu untersuchen, welche zwischen diesen 
und der ihnen übergeordneten » Kräftefunction beider Molecüle auf einander« 
besteht. 

§ 31. Ueber die Bestimmungsstücke der absoluten Position der Atome 
beider Molecüle bemerken wir, dass wir den Ort (x, y, z) des Massenmittel- 
punctes irgend eines Atomes m des ersten Molecüle s durch den Ort (x,, J'i, Zi) 
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des Massenmittelpunctes dieses Molecüles, durch die Richtungscosinus ai, 

ßi, y«; J •*• der Hauptaxen desselben, und durch die den letzten Axen 

parallelen, aber von diesem Molecül-ii assenmittelpunct aus gemessenen Coor- 
dinaten Ui, V|, w ( jenes Atom- Massenmittelpunctes bestimmen. Dann be- 
stehen für jedes Atom des ersten Molecüles Formeln von der Art, wie 

(la) Xi = Xi+a,Ui+^|Vj+n w i y« = yi+«!Ui+/9(Vi-+7i'Wi z, = Z|+aJ'U|+/9"Vi+yi'Wi 
Für ein Atom m 2 des zweiten Molccüls haben wir die Formeln 

(lb) x 2 = x 2 +« 2 u 2 +/9 2 v 2 +r 2 w 2 y, = yj+ajUj+^Vj+^wj z- 2 = z 2 +a 2 'u 2 4v? 2 'v 2 +7 2 'w 2 

zwischen den entsprechenden Bestimmungsstücken. Verstehen wir nun unter 
R die Entfernung zwischen dem Massenmiltelpunct eines Atomes in, des 
ersten und demjenigen eines Atomes m> des zweiten Molccüls, SO lässt sich 

(2) " R 1 = (xi — x 2 ) 2 + (yi — y*)* + (z ( — z 2 ) 2 


vermöge der Definitionen (la, lb) umformen in: 

(3) R 2 = r 2 + 2r . <J -f- f 2 

Hierbei ist r der Abstand der Massenmütelpuncte beider Moleciile , indem: 

(4) r 2 = (x, — x,) 2 + (y, — y 2 ) 2 + (z 2 — z 2 ) 2 

Bilden wir ferner mittelst der Cosinus l, m, n der Neigungswinkel von r 
gegen die festen Axen , d. h. mit 


( 5 ) 




n = 


Z| — Z 2 


r " 


die Cosinus hi, n\ V| resp. h-, /< 2 , der Winkel, welcher dieselbe Linie r 
mit den Hauptaxen des ersten resp. denen des zweiten Molecüles macht, 
nämlich : 

(6a) ^ = «if + ß\ m + Ti’ 1 !‘\ = a U + ß\m + Tt n v, = a{‘l + ß\‘m + yj'n 

(6b) = a ‘‘l + ßi m + Ti n /' 2 = ail + ßim + -ß,n v 2 = u"l + ß'jm +• y\‘n 

und definiren wir noch durch 

(7) «) <*t = i,u, +/2iv, + v,wi b) dj = ^uj + ^jVj + vjWj 

die Projectionen dt resp. <? 2 , welche von den intramolecufaren Abständen 
beider Atorn-Massenmittelpuncte auf die Grade r genommen werden , so ist : 

(8) = d, — d 2 

Es ist aber der intramoleculare Abstand p, resp. /> 2 irgend eines Atom- 
Massenmittelpunctes von demjenigen des Molecüls, dem es angehört, be- 
stimmt durch : 

( 9 ) pj 1 = u^ + V) 2 + W| 2 pj 1 = u 2 2 + v 2 2 + w 2 2 
Führen wir endlich in dem leicht verständlichen Tableau 

«is = «i a 2 . . ß n = aißi . . yiz = «in • • 

(10) a 'n = ß\<*i • • ßii = ß\ßt • • Tn = ßtft • • 

a'ii = ria-i . . ßn — rißt ■ ■ r'n — TiTt ■ • 


Digitized by Google 


177 


die Cosinus der neun Winkel ein, welche die Hauplaxen beider Molecüle 
mit einander machen, dazu noch die Projectionen 

;rj = ziijUi + «ijVi + afjWi ~i = « 12 U 2 + ßn'<i + 

a) srf = /9 12 u, + ß‘ n v x + ß{iv t b) it{ = «' 2 U 2 + ßl-Fi 4- r'n^i ( n ) 

n[‘ = ri2U| + ri'jVl + »" = «12112 + ß\ [jV2 + ri2«'2 

welche von den intramolecularen Abständen p\, pi auf die Ilauptaxen jedes- 
mal des anderen Moleciils gemacht werden können , so haben wir für die 
Flächengrösse C 2 die Ausdrücke 

C = pr + pi 1 — 2 (ui ~2 + v, — < -f w,^/) = pß +pf—2 (ujjt, + V 2 ^( + w 2 ^0 (12) 


Es ist die durch die Definitionen (4, 8, 12) erklärte Formel (3), welche 
wir allen späteren Reihenentwicklungen in der Voraussetzung zu Grunde 
legen, dass die Verhältnisse 3 : r und f 2 : r 1 gegen 1 sehr klein seien. 

Für die Projectionen, welche von den Abständen p\ und p^ auf die 
Richtungen der festen Axen gemacht werden können, gebrauchen wir die 
Bezeichnungen 

£i SS ö|Ul + ß\\\ + }"|W| e 2 = «2U2 + ßptl + ypUl 

a) £i = a(ui + /?|V, + ^(wi b) ei = + ßifi + j-jw 2 (13) 

e'i' = a'i'Ui + ß\‘Vi + rf'w, £ 2 ' = a"u 2 + ß"\'i + r" w 2 

Dann sind die Projectionen des Abstandes R (2) auf dieselben festen Axen: 

Xi — X 2 = f.r + £ ( — £2 yi— y> = m.r + £i' — ej zi — z 2 = n.r + £{'—£" (14) 


Wir erinnern nur, ohne sie zu erwähnen, an alle aus den Elementen der 
analytischen Geometrie des Raumes bekannten Relationen, welche die Grössen 
(5, 6a, 6b, 10) verbinden. 

Zur bequemeren Erledigung der späteren Rechnungen betrachten wir 
schon jetzt die Differentialquotienten dieser Bestimmungsstücke der relativen 
Position zweier Molecüle. Die einfache und unermesslich fruchtbare Be- 
merkung von Lagrange, dass die Cosinus (5) der Neigungswinkel der nach 
Richtung und Länge veränderlichen Verbindungslinie r (4) sich als die ab - 
soluten Werthe der ersten partiellen Derivirtcn jenes Abstandes nach den 
Coordinaten des einen oder anderen Endpunctes darstellen lassen, dass also 
die Beziehungen 


dr _ 
dxi ~ 


dr Xi — x 2 . 
dX2 ~ r — 


u. s. w. 


gellen, lässt sich durch eine einfache Umformung der zweiten partiellen 
Derivirten derselben Grösse erweitern. Man findet ebenso leicht die beiden 
Formeln 


, d 2 r , dl 1 — P d 2 r dn Um mn 

’ dxi 2 — dxi “ r ' dyidzi ~ dy7 = dz7 = T 

als man sie zu zwei vollständigen Systemen durch cyclische Permutation 

Walter, Untersuchungen Ober MolecuUriuecbtnlk i-> 


(15) 
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ergänzt. Damit gelangt man vermöge der Definitionen (6a) zu dem System 
von neun Formeln: 

dl, ai — ü, d/Ji d/t t ßt — l/i i 

dx, — r dxi — dx 2 ” r 

dl, “1 — ml, 

dyj = r 


(16) 


di, 

dx, 

di, 

dyi 


(17) 


(18) 


(19) 


welches der Gedanke durch cyclische Permutation in horizontaler und in 
verticaler Richtung vervollständigen muss; ausserdem besitzt dieses System 
ein leicht zu denkendes Analogon für die Cosinus (6 b). Mittelst dieser 
Resultate werden jetzt die Differcntialquotieuten der Linien (7a, b) und (8) 
in Bezug auf die x-Coordinaten: 


a) 


dd, 

dx, 


do'i e, — l.ä t .. dd, dd, e, — l.d-i 

dx, ~ r dx, — dx, ~ r 

dd dd ei — e, — 1.8 
c) dx, = — dx, = r 


während die Flächengrösse (12) sich bei einer Verschiebung des einen oder 
anderen Molecül-Massenmittelpunctes, bei sonst gleichen Umständen, gar 
nicht ändert. 

Es bedeuten, wie bekannt, (mit Unterdrückung der Indices) 


ou = ydß . . = — ,ddy.. dv = aSy . . — — yd«.. dw = /9da.. = — adß . . 


die Winkelincremente , welche den die drei Hauptaxcn des einen wie des 
anderen Molecüles trennenden rechten Winkeln in dem Falle zukommen 
würden, wenn entweder die eine oder die andere von je zweien dieser Axen 
für sich mit einem Male an der Drehung des Systemes um die dritte Theil 
zu nehmen auf hören sollte. Die Dualität der Ausdrücke für diese Winkel- 
variationen ist aber dadurch nicht nur geometrisch gerechtfertigt, sondern 
auch analytisch nothwendig, um vermöge bekannter Formeln (§ 11; 10) die 
9 Relationen 

da = ßdvi — yov 8ß = ydu — aow Sy — adv — ßdll 
u. s. w. u. s. w. u. s. w. 


zu begründen, aus denen sich die partiellen Differentialquotienten 


d ^._ 0 da da _ o . dy? _ d ^_ 0 M 

du ’ dv r ' dw ” ’ du r ’ dv ’ dw 



Jl=o. 

dv dw 


entnehmen lassen. Demnach sind die Veränderungen, welche die Cosinus 
(6a) durch derartige partielle Drehungen erleiden, bestimmt durch die Diffe- 
rentialquotienten: 
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di 

0 


y 

dv 

du 

du 


du ~ 

d/ _ 
dv ~ 

— V 

d// _ 

dv* - 

0 

dv 

dv ~ 

di 


d/t _ _ 

1 

dv 

dw — 


dw 

— A 

dw ^ 


Diese Formeln aber führen rasch zu den Systemen: 


dd 

du 


UV /IW 


d£ 

dv 


iw — Ml 


dd 

dw 


= /iu — iv 


dd, dd, dd, 
du 2 ~ dvj — dw -2 


dd, dd 2 dd, 

tlui — dvi — dwj * 


( 21 ) 


Übrigens sind in denjenigen der Formeln (19 bis 21), wo die Indices ( 1 , 2 ) fehlen, dieselben 
auf der rechten wie auf der linken Seite in gleicher Weise angehängt zu denken. 

Bildet man andrerseits die Verhältnisse der unendlich kleinen Incre- 
mente der Cosinus (10) zu den unendlich kleinen Umdrehungswinkel- Incre- 
menten, so findet man: 


0 = 


dai? 

dßn 

dm 

0 = ^ = 
du 2 

dui 

du, - 

dui 

da,2 

da{? 

dm 

d/9|S ftn 

dv, ~ 

dw. 

— dv 2 - 

dw. 

d<Z|2 

da','. 

• dy{ s 

&ß\i 

dw, — 

du. 

~ dv, ~ 

dw 2 


dah da,'/ 


■ dv. 


dß\i _ da.j 
dw, ~ dwj ' 


dm 

du? 


(22b) 


Damit ergeben sich für die Differcntialquotienten der Linieu(lla) die Werthe: 


da, 

A 

da. 

»// 

da/' 

du 2 — 

U 

du, — 


du, — 

da, _ 

-tri' 

da/ 

A 

da/ _ 

dv 2 - 

dv, — 

V 

dv 2 - 

drr, 

_/ 

dir/ _ 

— 7Tj 

da," 

dw, — 

'‘1 

dw 2 

dw 2 ~ 


und aus ihnen durch Vertauschung der Indices die Derivirten der Linien (11b). 
Daraus folgen die Differentialquotienten der Flächengrösse (12): 

= 2 (w,a* - v,a/0 l ^ = 2 (u,-)' - w,a a ) = 2 (Vjffj— u.rf) (24) 


und aus diesen durch dieselbe Vertauschung die fehlenden Derivirten. Mit 
Hilfe dieser Resultate gewinnen wir endlich aus (3) die Formeln 

2. \ dR r(g|V|— //,w,) + w,iri -hici 

a dR dR r .l + c\ — e , ß|) du, “ R 

a dx, ~ dx, — R dR r(/i 2 W 2 — 02 V 2 ) + W 2 -t-\vr',' (25) 

bj) ü t =— R 

12 * 
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§ 32. Analog der Reduction der Bewegungen aller Atome eines Mo- 
lecüls auf die Translation seines Massenmittelpunctcs und auf die (tbeils in 
Gesammtheit, tbeils in Besonderheit erfolgende) Drehung der Atome um 
gewisse Hauptaxen, vollziehen wir jetzt eine Concentration der Ausgangs- 
puncte und Angriff spuncte der von allen Atomen des einen Molecäls auf 
alle des anderen aus der Ferne geäusserten Kräfte. Indem wir hinsichtlich 
des Werthes und des Ursprungs der zwischen zwei Molccülen wirkenden 
mechanischen Kräfte voraussetzen, dass die von einem Atom mi auf ein 
anderes m 2 ausgeübte Kraft Pu einer Function 0 (R, ä ) des Abstandes Ru 
der Massenmittelpuncte beider Atome proportional sei und immer die Rich- 
tung dieses Abstandes besitze, definiren wir die nach den festen Axen ge- 
nommenen Componenten Xu, Yu, Zu derselben durch: 

(26a) Xu = mimi (xi — x 2 ) u. ähnlich Yu, Z !2 . 

Hu 

Den Werth jeder Componente kann man sich durch eine Constante ver- 
allgemeinert denken, die, allein von den gewählten Einheiten abhängig, 
durch ihr Vorzeichen die Fälle der Anziehung und Abstossung unterscheidet. 
Es ist aber von höchstem Interesse, statt der Function 0, welche als Wechsel- 
wirkungsfunction der beiden Atome durch ihre Form das Gesetz der Wechsel- 
wirkung derselben ausdrückt, durch eine neue Function 

(27) <F(R) = | 

i' 

zu ersetzen. Mittelst derselben nehmen die Componenten (26a) die Form an : 

(26b) Xu = mim a iF(R).(X|-x 2 ) Yu=m,m 2 iF(R).(yi— y 2 ) Zu=mimi« r (R).(ii— * f ) 

Nehmen wir an, dass diese Kräfte das Atom in t des ersten Molecäls an- 
greifen, so haben die Gegenwirkungen X», Ysi, Zsi auf das Atom m 2 des 
zweiten Molecüls die Werthe 

(26c) Xu = — Xu Yj, = — Yu Z 2t = — Zu 

Summirt man alle derartigen Parallelkräfte über beide Molecüle, so erhält 
man die Gesammtheit aller von je einem Paar von Atomen herrührenden 
Kräfte, zerlegt nach den festen Axen und zugleich verlegt in die Massen- 
mittelpuncte beider Molecüle; es sind also die Summen 

(28) X = 2’2X« Y = 2’2’Yu Z = 2'2Zu 

die Componenten der auf das erste Molecül von dem zweiten geäusserten 
Wirkung; die algebraischen Gegentheile davon bedeuten dann die Compo- 
nenten der auf das zweite Molecül von dem ersten ausgeübten Gegenwirkung. 
Allein, indem wir alle Angriffspuncte in dem einen oder dem anderen Mo- 
lecül nach dessen Massenmittelpunct verlegen, entstehen Kräftepaare; und 
zwar sind es die Kräfte 

(29) -u = «iXu+/JiYu+/iZu ^u=“(Xu+(9(Yu+r{Zii Zu =«l'Xu+/71'Yii+rl , Zn 
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d. h. die in den Richtungen der Hauptaxen des ersten Molectils gemessenen 
Componenten der auf ein Atom mi desselben von einem Atom m 2 des zweiten 
ausgeübten Kraft, welche, wenn sie ohne Aenderung ihrer Richtung nach 
dem Massenmittelpuncte des ersten Molecüls verschoben werden, in Bezug 
auf diese Axen die Drehungsmomente erzeugen: 

yflj = Vi<£|2 — W|//|J M n = W|£|2 — Ui^i2 A’u = Ul//|2 V|£|2 (30) 

Führen wir hierin statt der näheren Kraftcomponenten (29) von veränderlicher 
Richtung die entfernteren Kraftcomponenten (26 a) von fester Richtung ein 
und benutzen die wirklichen Werthe (26b) und die Formeln (14), so wird 
z. B. das erste der vorstehenden Kräftepaare umgeformt in : 

•d ,2 = m,m 2 0 i ’(R).{r(v,v, — /<iWt) + w,jt( — v,^'} ( 31 ) 

Da nun alle diese von einem Atomen-Paar herrührenden Drehungsmomente 
resp. dieselben Axen besitzen, so erhält man durch Summation Uber alle 
Atome des einen, wie des anderen Molecüls die auf das erste von dem 
zweiten ausgeübten Kräftepaare 

A t = IX!,, A/, = 22'. W, 2 A) = 2XY„ (32) 

welche das ersterc um seine Hauptaxen beschleunigen. — Andrerseits geben 
die Componenten 

— 21 = tli\ = ^ 2 X 21 T-^Yai 4 Zi\ = ö 2 , X 2 i"t"/? 2 / Y 2 i _ l"^ 2 , Z 2 i (33) 

d. h. die in die Richtungen der Hauptaxen des zweiten Molecüls fallenden 
Componenten der auf ein Atom m 2 desselben von einem Atom m, des ersten 
ausgeübten Gegenwirkung bei ihrer Verschiebung nach dem Massenmittel- 
punct des zweiten Molecüls die Kräftepaare 

An = V2^2l — Wj/Zji Mn = W2-21 U 2 ^21 A'21 = U2//21 V2S2I (34) 

Diese nehmen nach einfachen Reductionen Werthe an, conform mit: 

A- n = m,m 2 <F(R) . jr (/; 2 w 2 — v,v 2 ) + w 2 z( — v,^,'} ( 35 ) 

Auch diese Kräftepaare, die den Gegensatz zu (31) bilden, dürfen wegen 
der Uebereinstimmung ihrer Axen durch Summation über alle Atome beider 
Molecüle vereinigt werden zu den von dem ersten auf das zweite Molecül 
ausgeübten totalen Drehungsmomenten 

Ai = 2Xf„ . Wi = 2X1/2, JV, = 2’2’Ai, (36 ) 

welche das letztere um seine Hauptaxen beschleunigen. 

Aber alle diese Kräfte (28) und Kräftepaare (32, 36) lassen sich auf 
eine einzige Function der Bestimmungsstücke der relativen Lage beider 
Molecüle zurückführen. Ist nämlich 

P = mim 2 #(R) ( 37 ) 
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* 


der Werth der Anziehungskraft beider Atome mi, m 2 , so hat die » Kräfte- 
function beider Atome*, d. h. 

(38) = mim ; ( <P(R) dR 


die vorzügliche Eigenschaft, dass ihre Derivirten nach der Entfernung oder 
nach den Coordinaten der Massenmittelpuncte beider Atome die in die 
Richtung der Differentiation fallenden Componenten ihrer Anziehungskraft 
ausdrücken. Da nun das Merkmal der Richtung in dem Inhalt des Be- 
griffs der Kräftefunetion fehlt und erst bei der Differentiation derselben 
eingeführt wird, ein logisches Verhältniss, auf dem die formale Bedeutung 
des höheren und einfacheren Begriffes der Kräftefunction beruht, SO muss 
die durch einfache Addition aller für jedes Paar von Atomen denkbaren 
Kräftefunctionen (38) entstandene Function 

Q = 2’2'm,m 2 (<P (R) dR 


welche wir die » Kräfte function beider Moleciile auf einander « nennen, die 
characteristische Eigenschaft besitzen, dass erstens ihre partiellen Derivirten 
nach den Coordinaten des Massenmittelpunctes des ersten resp. zweiten 
Molecüles die Kräfte (28) resp. deren Gegenwirkungen darstellen. TJnd in 
der That, man findet vermöge {25a, 27): 


(40a) 


dß d!2 

dxi ~ dx 2 


2'2'm,m 2 d)(R). = X 

uXi 


Zweitens werden aber auch die Kräftepaare (32, 36) wegen der Formeln 
(25b[, tp; 27) die partiellen Derivirten derselben Function 12(39), genommen 
nach den Drehungswinkeln um die Hauptaxen beider Molecüle. Man findet 
nämlich 


(40b, ;b») 


dH? » • >i dR . 

du, = 22m,m 2 ^ (R) . — = A, 


dß dR , 

d Ui = 22m 1 m 2 d»(R). 5U - = J 2 


Allein diese analytische Eigenthümlichkeit der Kräftefunetion dreier Mo- 
lecüle dehnt sich auf alle Glieder ihrer Entwicklung nach den aufsteigenden 
Potenzen der Dimensionen des einen und des anderen Moleciiles insofern 
aus, als die Kräftefunetion eines bestimmten Grades der mittleren Dimension 
der Moleciile durch ihre Differentiation nach den Coordinaten der Massen- 
mittelpuncte derselben die in die Richtungen dieser Linien fallenden Kräfte 
desselben Grades giebt, während zugleich ihre partielle Derivirte nach irgend 
einem IVinke/inrrcment, welches das eine oder das andere Moleciil bei seiner 
Umdrehung um eine llauptaxe beschreibt, dasjenige der selben Potenz 
einer mittleren Dimension der Molecüle proportionale Kräftepaar darstellt, 
welches die Rotation um die gedachte Axe beschleunigt. 

Zu diesem Resultat gelangt man durch Entwicklung des Quotienten (27), 
welcher durch seine Auflösung iu eine unendliche Reihe die Entstehung 
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unendlich vieler Kräfte und Kräftepaarc verursacht, die als Näherungswerthe 
der wahren Wirkungen aufzufassen sind. Und eine solche Entwicklung ist 
gefordert von dem Gedanken : die Werthe der Fernwirhungen zwischen den 
Atomen zweier Moleciile allein von der Entfernung der Massenmittelpuncte 
der letzteren und von der Anordnung der Atome jedes Molecüles um dessen 
Massenmittelpunct und dessen TIauptaxen abhängig zu machen. 

§ 33. Indem wir jetzt die Function (27) mittelst des Ausdrucks (31 nach 
den aufsteigenden Potenzen der Dimensionen beider Moleciile entwickeln, 
unterscheiden wir die beiden Fälle, dass die algebraische Function <D eiDe 
grade oder eine ungrade sei, und beweisen dann die Uebereinstimmung 
der beiden auf diese und jene Annahme begründeten Entwicklungen, die 
wir jedoch stets bei den Gliedern zweiten Grades abbrechen. 

Entwickeln wir eine grade Wechselwirkungsfunction <P von der Form 

<P(R)=/(R’)=/(r s + 2r.a + 0 . (41) 

nach dem TayloFschen Satze, so zwar, dass wir das von den Dimensionen 
beider Molecüle abhängige Binom (2r . 3 + C 2 ) aus dem Argumente R 2 ausson- 
dern und unter/ 1 ,/" die nach ihrem quadratischen Argument (r 2 ) genom- 
mene erste und zweite Derivirte von / verstehen, so erhalten wir die Reihe 

/( R 2 ) =/( r 2 ) + trf.d+f. C 2 + 2r 2 /" . d 2 (42) 


Andrerseits ergiebt sich nach dem binomschen Satze 


^-=(r 2 + 2 r.d + r)-j= ~ 


3 , 

r 2 2r» 


(43) 


Das Product der beiden Reihen (42, 43) nimmt die Form an: 

V (R) = Ro + Ri . d + Rj . d 2 + Rj . C 2 (44) 

wobei die Coefficienten die Werthe haben 

R « = T R *=^-£ R2 = 2r/'- 2 4 + ^ ^T“^ 45 ) 

Ist aber die Function i> eine ungrade Function des linearen Argumentes 


R, ist also 

a) # (R) = R . jr(R 2 ) b) r(R) = f (R 2 ) (46) 

so lehrt die Entwicklung (42) ohne Weiteres den Näherungswerth 

r(R) = P 0 + P,.d + P J . ( ? 2 + Pj.C 2 (47) 

und die Coefficienten: 

Po = f P,=2r.f>‘ Pj = 2r 2 . ys" Pj = <p‘ (48) 


Um nun die Identität der beiden Entwickelungen (44) u. (47) nachzuweisen, 
führen wir die ersten Glieder einer Reihe neuer, von der Function V und 
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ihren nach dem linearen Argument r genommenen Derivirten abhängender 
Diffcrentialausdrücke ein. Wir setzen nämlich in der Bezeichnungsweise 
von Layrange und der von Cauchy 


a) 


<T(r) = 


<P(r) 

r 


b) fl(r)--^--i-D{-J-#(r)} 

c) m = ^ = ± D {-J- D { -L <P(r)}} 


Indem wir stets eine Differentiation des Quotienten (46b) mit einer Division 
des Resultates verbinden, finden wir durch successive Ableitung die Formeln 

r(x) = 9 (r-) r,( r) = 2f '(r 5 ) f*(r) = 2V"(r I ) 


welche die succesiven Derivirten der Function <p , jedoch sämmtlich nach r J 
genommen, umgekehrt sehr einfach in den Formen darzustellen gestatten: 

9 (r J ) = m ' f '(r 5 ) = j *i(r) . f *< i*) = p *i(r) 


In ähnlicher Weise erschlicssen wir aus (41), dass 
5T(r) = !/(**) r *i(r) = if( i*)- ~/(r 2 ) *• <T 2 (r) = 4r/'(r*)- -^(r^flr*) 

indem wir die erste o. zweite dieser Gleichungen differentiiren , dann die 
zweite (b) o. dritte (c) der Functionen (49) einführen und das Resultat mit 
einer auf den linken Seiten der Formeln (51) sichtbaren Potenz von r mul- 
tipliciren. Nun geben aber die Formeln (50) u. (51) für die Coefficienten 
(48) u. (45) die identischen Werthe: 

P„=r(r) = R 0 P, = r*i(r) = R, P, = i-r^(r) = R-, PJ = | !F, (r) = R-l 

Damit ist also die Identität der beiden Entwicklungen (44) u. (47), so wie 
die Form ihrer nur von dem Abstand r der Massenmittelpuncte der Mole- 
cüle abhängigen Coefficienten festgestellt. 

Der Grund übrigens, warum sich die Hilfsfunctionen (49) einzig und 
allein dazu eignen, das analytische Bildungsgesetz der Entwicklungscoefficienten 
(52) auszuprägen, liegt schon in der Form begründet, welche der in eine 
Reihe aufzulösende Quotient selbst hat. 

Um die Richtigkeit der Ausdrücke (52) an einem besonderen Falle 
zu prüfen, nehmen wir an, das alle Paare von Atomen beider Molecüle in 
dem Verhältniss der reciprokcn n-ten Potenz ihrer Massenmittelpuncts- 
abstände auf einander wirkten. Der nunmehrige Quotient 

'F(R) = = (r 2 + 2 r.<? + CT 
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nach dem binomischen Satze entwickelt, liefert die Reihe 


Zufolge dieser directen Entwicklung haben also die Coefficienten P die be- 
sonderen Werthe: 



n±t p (n + 1) (n + 3) p , 1 

r n +J 2 2r°+ s 2 2r n + 3 


( 55 ) 


die sich in der Tbat aus den allgemeinen Formen (52) ergeben, sobald man 
in dieselben die auf die gegenwärtige Voraussetzung gegründeten Werthe 
einführt: 


»s, r ,,£±ia±jL> <56, 


In dem Falle, dass die Atome beider Molecüle ohne Unterschied umgekehrt 
proportional dem Quadrate ihrer Massenmittelpunctsabstände wechselseitig 
auf einander wirkten , ist in den Formeln (55,56) nur n = 2 zu setzen. 

So wichtig auch die eben behandelte, schon in manchen Untersuchungen 
über Elasticitäts- und Electricitäts-Theorie betrachtete Function (27) sein 
möge, wenn es sich um die Bestimmung der von Atomensystemen auf ein- 
ander ausgeübten Kräfte und Kräftepaare handelt: dennoch besitzt das in 
(38) auftretende Integral der Wechselwirkungsfunction zweier Atome aus 
dem Grunde eine ungleich grössere Bedeutung, weil eine Reihenentwicklung 
für dieses Integral die unmittelbare Bestimmung von Näherungswerthen für 
die Kräftefunction zweier Molecüle gestattet Aber die einzige Möglichkeit 
einer directen Entwicklung dieses Integrales beruht auf der Annahme 
des besonderen Falles, dass die Wechselwirkungsfunction eine ungrade 
Function der Massenmittelpuncte- Abstände, also von der Form (46a) sei. 
Denn diese Voraussetzung bietet den erwünschten Vortheil, dass wir nach 
der Formel 


(V>(R) dR = j<p (R 2 ) RdR = y[V(R 2 )d(R 2 ) = j F (R 2 ) 

die Integration vollzogen denken können, indem wir unter F eine durch 
die Form von <p bedingte Function des in beide eingehenden Argumentes R 2 
verstehen. Nach dem Taylor’schen Satze entwickelt, liefert diese grade 
Function die mit (47) confonne Reihe 

jF(R 2 ) = /7„+/7 1 .d + // 2 .d 2 + /^.C‘ 

worin die nur von der Entfernung der Molecül - Massenmittelpuncte ab- 
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hängigen Coefficienten // gemäss (48) u. (50) die verschiedenen Formen 
haben : 


Ho = -F(r’) = yjV(r 5 ) d(r 5 ) = J"^(r) dr 
//, = rF'(r 3 ) = Tf (r 5 ) = r'/'(r) 

fit = r 2 F"(r I ) = rV'(r 2 ) = jr ! r,(H 

//i = i F'(r’) = jy (r-) = y nr) 


Ist aber die Wechselwirkung zweier Atome der n-ten Potenz des Abstandes 
ihrer Massenmittelpuncte umgekehrt proportional, so vollziehen wir that- 
sächlich die Integration in der Gleichung 


, 60 ) 


und können aus der Reihe (54) durch Vertauschung von n mit (n — 2) für 
diese Function (60) die besonderen Entwicklungscoeßcienten ableiten 


( 61 ) / 7 „ = - 


1 

(n-i)r"-' 



!h = 


n+ l 

2 r“ + > 


//; = 


1 

2r ” + ‘ 


die sich auch wirklich aus den allgemeinen Formen (59) vermöge (56) er- 
geben. Dann giebt noch die Annahme n = 2 in (61) die Coefficienten der 
Entwicklung von ( — R~ ') in genauer Uebereinstimmung (abgesehen von 
den stets entgegengesetzten Vorzeichen) mit der directen Entwicklung (43). 

§ 34. Führen wir jetzt in die Kräfte (26b), z. B. in den durch (14) 
urogeformten Ausdruck \ 

X == 2’2'mim 2 (i.r + ei — e 2 ) 4F(R) 


die Entwicklung (47) mit den Coefficienten (52) ein , so wird diese Kraft- 
componentc in eine Summe von Termen zerlegt, die den steigenden Potenzen 
der Dimensionen der Molecüle proportional sind. Wir stellen dieses Re- 
sultat dar in den Gleichungen: 

(65jj X = X» + X>+X H 

und 

a) Xo = l. rP«2 , 2niim J 

(63) b) X 1 = /.rPi2'2'mini 2 <? + P u 22'mim 2 (c, — e 2 ) 

c) X 11 = l.r |P 2 2’2mim 2 o 2 + P 2 2’2 , mim 2 C 5 } + Pi2‘2’mim 2 (ei — e 2 )<? 

In dieser Gruppe gehören zu jeder angegebenen x-Componente noch die y- 
und die z - Componente, die sich nach den Formeln (5 u. 13) leicht in Ge- 
danken bilden lassen. Aber dann sind die ersten, einander gleichgeordneten 
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Kräfte (63;i) von der Ausgedehntheit überhaupt und besonders von der An- 
ordnung des einen wie des anderen Moleciiles unabhängig; wir nennen sie 
desshalb Centralkräfte im besonderen Sinne. Die drei Kräfte von 
der Form (63b) enthalten als Factoren die ersten Potenzen gewisser Linien 
(8,13) und sind demnach der ersten Potenz einer mittleren Längenausdeh- 
nung des einen und des anderen Molecüls proportional; wir nennen sie 
desshalb Kräfte ersten Grades der mittleren Dimensionen der 
Mole etile. Die untereinander gleichgeordneten Kräfte (63c) mögen aus 
ähnlichem Grunde Kräfte zweiten Grades etc. heissen. 

Alle diese »graduirten« Kräfte, die sich bis zu einem beliebig hohen 
Grade entwickeln lassen, geben immer genauere Näherungswerthe für die 
wirkliche Anziehung, welche das zweite Molecül auf das erste ausübt. 
Kaum ist es nöthig, zu bemerken, dass die gleichnamigen Componenten 
gleichen Ranges für die Gegenwirkung des ersten auf das zweite Molecül 
sich nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen von den vorstehenden 
Componenten unterscheiden und dass alle diese Kräfte sich ebensowohl nach 
den absteigenden Potenzen der Entfernung der Molecül-Massenmittelpuncte, 
als nach den aufsteigenden Potenzen der MolecülrDimensionen entwickeln. 

Setzen wir ferner in dem Bewusstsein des Umstandes, dass aus den 
Kräften n-ten Grades bei der Verschiebung ihrer Angriffspuncte 
Kräftepaare (n + i)ten Grades entstehen, in die Ausdrücke (32) der 
das erste Molecül angreifenden Kräftepaare dieselbe, aber schon um die 
Glieder zweiten Grades verkürzte Entwicklung (47) ein, so spaltet sich z. B. 
das erste dieser Drehungsmomente in die Summe 

A t = A\ + ,1? • • • • (64) 

von Termen: 

b) .<! = rP 0 2’2'm,m 2 (e,v, — /gw,) gJ ^ 

c) A'i = Po~~m,m 2 (wi Ei — V| Ej) + rPi^mim. (v,Vi — ,«iWi) ä 

Diese Kräftepaare, vervollständigt durch die zu jederp derselben noch ge- 
hörigen, den beiden anderen Axen des ersten Molecüls zugehörigen Dre- 
hungsmomente, dürfen wir aus ersichtlichen sachlichen Gründen bezeichnen 
als: Kräftepaare ersten, zweiten Grades ... für das erste Molecül. 

Andrerseits bewirken wir durch die Substitution derselben Entwicklung 
(47) in die Ausdrücke (36) der totalen, von dem ersten Molecül auf das 
zweite ausgeübteu Brehungsmomente eine Auflösung derselben nach Analogie 
der Formel 

At = Al + At ■ ■ ■ (66) 

worin : 

b) A\ = rPo^miiTH (ßtV'. — v 2 v 2 ) 

c) A™ = Po-S-Jinitns (w 2 jt[ — v 2 jr',') + rPi^iniUi 2 (jtj w 2 — e 2 v 2 ) 3 * ‘ ^ 
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Begleitet von den zu jedem dieser Ausdrücke noch gehörigen, auf die beiden 
anderen Axen des zweiten Molecüls bezüglichen Kräftepaaren, repräsentiren 
uns die Grössen (67) die Drehungsmomente ersten, zweiten Grades 
für das zweite Molecül. 

Alle diese graduirten Kräfte und Kräftepaare lassen sich höheren dy- 
namischen Functionen untcrordnen , deren Bildung sich ohne Schwierigkeit 
vollziehen lässt Denn die Substitution der Reibe (58) in die Definitions- 
glcichuog (39) der Kräftefunction beider MolecUle spaltet diese dynamische 
Function gemäss der Gleichung 

U = ä° + £ l +S2 11 . . . 

in die Terme 

a) ~ //(»ZSrmmj 

b) m,m 2 d 

c) = n t Z2m l miÖ i +/7^mim 2 C 2 

Diese den aufsteigenden Potenzen der Dimensionen der Molecüle propor- 
tionalen Entwicklungsglicder stellen uns dar die Kräftefuction nullten, 
ersten, zweiten Grades für je zwei Molecüle. Nun aber übersieht 
man auf der Stelle die ausserordentlichen Vortheile, welche eine der wei- 
teren Umformung der graduirten Kräfte (63) und Kräftepaare (65, 67) vor- 
hergehende Bestimmung der bedeutend einfacheren Formen der graduirten 
Kräftefunctionen (69) bietet. Dies war auch der hauptsächlichste Beweg- 
grund, auf eine etwas unwahrscheinliche Annahme im vorigen §. die Be- 
rechnung der Coefficienten // (59) in den graduirten Kräftefunctionen zu 
gründen. Jetzt aber gilt es, die Frage endgiltig zu entscheiden: ol> die 
Differentialquotienten der Functionen (69) in der That die entsprechend 
graduirten Kräfte (63) und Kräftepaare (65, 67) darstellen. Wird diese 
Frage durch Rechnung bejaht, so ist, da die Formen der graduirten Kräfte 
und Kräftepaare ohne eine das Fernwirkungsgesetz der Atome beschrän- 
kende Voraussetzung festgestellt werden konnten, mit der Richtigkeit 
der Entwicklungsglieder (69) auch deren formale und materiale Be- 
deutung in vollster Allgemeinheit nachgewiesen. 

Es ist zu diesem Ende nöthig, eine Reihe von Relationen vorauszu- 
schicken, welche den (theils durch analytische, theils durch algebraische 
Operationen vermittelten) Zusammenhang zwischen den Coefficienten (52) 
und (59) definiren. Im Hinblick auf deren Werthe überzeugt man sich 
leicht von der Richtigkeit der Gleichungen: 

1 dflo . . 

a) -jjr = 0(f) 

b) ~ -4- =r« n (r) = rP l A = ir (r ) = P 0 
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c) 


d ff, 

dr 


‘iH, 

T 

All, 

dr 


= |r-^;(r) = rl>; 
r * 

= | nr) = rPi 


= <Tr,(r) = P, 
2 //i = ?^r) = Po 


(70) 


Differentiirt man nun mit Rücksicht auf (70a u. 14) das erste Entwicke- 
lungsglied (69a) nach der x-Coordinate des Massenmittelpunctes des ersten 
oder auch des zweiten Molecüls, so sieht inan mit einem Blick auf (63a), dass 


Ü 7 = -dx I =^ (r) - m ' m * = X0 W> 

Bilden wir dann vermöge der Formeln (17c, 21) die Differentialquotienten 
des Ausdrucks (69b) und zwar cinestheils nach den x-Coordinaten der Mo- 
lecül-Massenmittelpuncte , anderentheils nach den Umdrehungswinkeln der 
Molecüle und vergleichen die Resultate mit den unmittelbar entwickelten 
Ausdrücken der Kräfte (63b) und der Kräftepaare (65b, u. 67b), so er- 
kennen wir in Anbetracht der Formeln (70b) die Giltigkeit der Relationen: 


d& 

dxi 


dXP 

dxj 


«0 'Zr — Zr-t'Gr- 


/Uh 

dr 


—■) ^mimjd + i'Jmim, (ei — e») = X 1 


dX? 1 


bi) ^ = lliSSmim, (vjVi — /^w,) = A\ 


( 81 ) 


dßi • 

b 3 ) duT = nxSSmiXa * (/ /lW * — 


A 


i 

i 


Differentiirt man ferner mittelst der Formeln (17c, 21) den Ausdruck (69c) 
nach denselben Variablen und vergleicht die erhaltenen Derivirten mit den 
entsprechenden Kräften (63c) und Kräftepaaren (65c u. 67c), so überzeugt 
man sich auf Grund der Formel (70c), das man, wie zu erwarten, hat: 


x <Lß ,! 
a dxi 


AS" 

dxi 



+ ^22tamn,(f, — e,)3 


= X" 


bi) = illtSSm iin* (nvi — p, wi) 3 + iH'fSSmim, (wiitf - v^O = A? ^ 
b t ) ~ = ifltllmim, (vjVi — ptvt,) 3 + (w s rf — v,7ri r ) = j“ 


Demnach haben die dynamischen Functionen ß°, Q l , Q n (69) in der That die 
characteristische Eigenschaft, dass die in den Richtungen der festen Axen 
geschätzten graduirten Kräfte (63) genau durch ihre respectiven nach den 
Richtungen dieser genommenen Derivirten gegeben sind und dass ebenso 
die entweder das eine oder das andere Molecül angreifenden graduirten 
Kräftepaare (65) oder (67) durch die nach den Umdrehung »winkeln der 
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Molecüle resp. genommenen Dlfferentiabjuotlenten der Kräfte/nnction des- 
selben Grades ausgedrückl sind. 

Diese durch Rechnung erwiesenen formalen Eigenschaften der succes- 
siven Entwickelungsglieder der totalen Kräftefunction (39) zweier Molecüle 
Hessen sich durch weitere Ausdehnung der Entwicklungen (44, 47, 58) 
auf alle dynamischen Functionen der höheren Grade übertragen. Denn 
man erkennt als Grund der analytischen Subordination unserer graduirten 
Kräfte und Kräftepaare unter graduirtc Kräftefunctionen die Reihe von 
Relationen (70), welche die so äusserst characteristisch geformten Functio- 
nen (49) mit den Entwicklungscoeflicienten (52) und (59) verbinden. 

§ 35. Nun mehr gilt es, die endgiltigen Werthc der graduirten Kräfte, 
Kräftepaarc und Kräftefunctionen dadurch zu ermitteln , dass wir die 
statischen Wcrthe der in die allgemeinen Ausdrücke dieser Grössen einge- 
führten, über alle Atome beider Molecüle erstreckten Summen ermitteln. 
Da aber synthetische Methoden vor analytischen den Vorzug der Durch- 
sichtigkeit besitzen, wollen wir die Umformung der eingeführten Doppel- 
summen in genetischer Weise rasch vollziehen. 

Wir bezeichnen zuerst durch 

(83) Mi = 2’m, M s = 2'm 5 

die Massen beider Molecüle, in deren Schwerpuncten wir uns die Massen 
ihrer einzelnen Atome concentrirt vorstellen müssen. 

Auf Grund der statischen Eigenschaften der Massenmittelpuncte beider 
Molecüle, die schon in § 11 durch die Relationen (5) formulirt wurden 
haben wir auch für die Grössen (7a, b; 11a, b; 13a, b) die Beziehungen: 

2'mid] = 0 2'mi^i = 2’miJri = 2mijrl' = 0 2’miEi = 2mie t ' = 2mi£i' = 0 

für das erste Molecül und ebenso viele von gleicher Bedeutung, wenn 
man den Index J statt i schreibt, für das zweite Molecül. Indem man 
nun alle in den Ausdrücken (63 b, 65 b, 67 b, 69 b) auftretenden Doppel- 
summen in Producte einfacher Summen verwandelt, findet man, dass jene 
sämmtlich = 0 werden. Insbesondere ist 

(84) 22'mim 2 d = 2'mi<?i . 2’m a — 2mi . 2'm 2 <Jj = 0 

Da ferner für die Hauptträgheitsaxen beider Molecüle bekannte, in (§ 11 ; 6) 
erwähnte Relationen gelten, können wir die in den dynamischen Functionen 
zweiten Grades (63 c, 65 c, 67 c, 69 c) vorkommenden Doppelsummen ver- 
einfachen, wir haben nämlich wegen (7 a) u. (§ 21; 24, 25): 

2iD l0 Y = (J, - At) + (J, — tf ,) /V + (J, - T.) v,» 

Führen wir hierin die »Trägheitsmomente beider Molecüle in Bezug auf 
die Verbindungslinie ihrer Massencentra« ein und noch für jedes Molecül 
die »halbe Summe seiner Hauptträgheitsmomente*, nach dem Schema: 

(85) .1/ = Ai? + Up? + IV J = ‘ (/I + li + /’) 
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so erhält man den endgiltigen Werth: 

2'2m,m 2 o' 2 = M, 4, + M 2 J, — (M,/W» + M 2 J/,) (86) 

Die beiden Formen der Grösse (12) führen zu demselben Werthe: 

22m, m 2 C J = M,J 2 + Mj J, (87) 


Die Werthe der übrigen Summen in (63c, 65c, 67c) sind conform mit ; 
a) 22m ,m 2 (e, — e 2 ) d = f(M,J 2 + M 2 J,) — {M, (/f 2 l 2 a 2 . . ) +M 2 (/M,«, . . ) ) 

^ j22m,m 2 (wijr 2 -v,;#) = 0 (88) 

\22'm,m 2 (v,v 1 — /i,w,)J= M 2 (r , — 

Hätten wir noch höhere Glieder «n den Reihcnentwickclungen des § 33 in 
Betracht gezogen, so würden auf die »statischen Momente« und die »Träg- 
heitsmomente« noch gewisse »Constitutionsmomente dritten, vierten, . . . 
Grades« aufgetreten sein, die zwar nicht identisch mit den von Herrn Reye 
(in Borchardt’s Journal Bd. 72) untersuchten »Momente höherer Grade«, 
aber doch nahe verwandt mit ihnen sind. 

Die Centralkräftefunction (69a) erhält nach (59) den Normalwerth: 

<2« = M,M,/(P(r)dr (89) 


Sie ist also von der besonderen Art der Anordnung der Atome beider 
Molecüle nur insofern abhängig, als durch intramoleculare Bewegungen die 
Orte der Massencentra der letzteren geändert werden können; wenn da- 
gegen die Atome beider Molecüle in Bezug auf deren Schwerpuncte solche 
Schwingungen ausführen, welche den Abstand dieser Puncte* unverändert 
lassen, so ändert sich auch diese Centralkräftefunction nicht im geringsten, 
wie sie denn auch durch die. selbeigene Rotation der Atome um ihre Massen- 
centra keine Aendcrung erleidet. Sie ändert sich aber mit dem Abstand 
der Molecül-Centra nach einem Gesetze, dass durch einfache Quadratur 
aus dem der Wechselwirkung je zweier Atome erschlossen wird; in be- 
sonderen Fällen ist noch: * 


a) 


= 


1 m,m 2 

n— 1 r“" 1 ’ 


b) = — 


M,M 2 


(90) 


Nach ihrer allgemeinen Form (69b) erhält die »Kräftefunction ersten Grades« 
den Normalwerth = 0. Dagegen wird die «Kräftefunction zweiten Grades« 
(69c) nach (59; 86, 87) 

S2" = R(M,4 2 + MjJt) + R' (M,.V 2 + M,l/,) 

worin 

R = 1 { P(r) + r 2 (r) } R' = -{ r*>, (r) 

Erst ein besonderes Gesetz der Wechselwirkung entscheidet das Vorzeichen 
von Ru. R‘[ aber gemäss den obigen Voraussetzungen hat man : 
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(92) 


R = — 


n 

2r*+' 


R' = 


n tl 

2r B+l 



R = — 


3 

2r 3 


Betrachten wir die »Potentialfunction zweiten Grades« für zwei Molecille, d. i. 

(93a) ß" = ~ {| (M , Mi + Mj/tfi) - (M,J 2 + M 2 J,)} 

Giltig für den Fall, dass die Atome beider Molecüle nach dem iVewfon’schen 
Gesetze auf einander wirken, nimmt sie eine nicht uninteressante Form an, 
wenn man die arithmetrischcn Mittel JEU, u. tu? der Hauptträgheitsmomente 
beider Molecüle durch die Formeln 2J = 3iO einführt; dann wird nämlich: 

(93b) ~ {Mi (fll,-^ + M,(Ä, - 3/,)} 

Nun kann aber diese dynamische Function für einen beliebigen Abstand 
der Massencentra beider Molecüle den Werth Null behalten, sq lange die 
Bedingung erfüllt ist: 

äR| — Af| Mi 

V Ä2— M t = ~ m7 

Da es aber für jeden Zeitpunct und jede Art der inneren Anordnung eine 
Schaar von Massenmittelpuncts- Transversalen in jedem Molecüle giebt, in 
Bezug auf welche dasselbe das Trägheitsmoment Äti resp. fll. besitzt, so 
kann die letzte Bedingung für unendlich viele relative Positionen beider 
Molecüle erfüllt werden ; für solche Stellungen müsste also, auch wenn die 
Molecüle in grössere Nähe kämen, der dem iVewton’schen Gesetze ent- 
sprechende Werth der Centralkräftefunction (90b) eine beinahe ausschliess- 
liche Geltung besitzen. 

Da jedoch die höchsten Classen der graduirten Kräfte und Kräfte- 
paare nicht ohne Bedeutung für manche der folgenschwersten Theoreme 
der Mechanik sind, mögen ihre Normalwerthe in Kürze folgen. 

Die Derivirten der centralen Kräftefunction (89), genommen nach den 
Coordinaten des einen oder* des anderen Molecül-Centrum’s, wie z. B. 
dOo HI* 1 

(95) «_ = _.^ i= M 1 M^(r).f ms-w. 

repräsentiren die Centralkräfte, gemessen in den Richtungen der festen Axen. 

Die Derivirten der Kräftefunction ersten Grades verschwinden 
mit deren eigenem Normalwerthe. Es giebt also lediglich vermöge der 
statischen Eigenschaften der Massencentra der Molecüle keine Kräfte nnd 
keine Kräftepaare ersten Grades, sobald man alle von allen Atomen 
beider Molecüle paarweise geäusserten Kräfte sich in den Massenmittel- 
puncten der letzteren der Art concentrirt vorstellt, dass nur diese als 
Mittelpuncte (Ausgangspuncte und Angriffspuncte) anziehender oder ab-» 
stossender Kräfte erscheinen. 
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Die partiellen Derivirten der Kräftefunction zweiten Grades (91), 
genommen nach den Coordinaten des einen oder anderen Molecül-Centrums, 
sind conform mit: 

- = 1 {-^f - 0M. + M,J,) + (96) 

+ — — {Mi (^i . ai + ßj/jj .ßi+Fi ii'2.?'i) + Mj(/f ) ^i + .ßi + r&i ./-|)| 

Lässt man dagegen die Moleclile unendlich kleine Drehungen um ihre 
Hauptaxcn vollziehen und bedenkt, dass M t resp. M t keine Veränderung 
bei einer Rotation des Moleciils Mi resp M[ um irgend eine Transversale 
seines Massenmittelpunctes erleidet, wofern nur dieser Puuct in Ruhe bleibt, 
so findet man leicht als Prototype der Molecular-Kräftepaare zweiten Grades: 

a) _ R'M, . — ä- = 2R‘Mj (Ä, - H) m 

nu ' (97) 

' b) 4=£- = R*M, . = 2R'M| (Ä, - n) w. 

Diese Drehungsmomente sind die hauptsächlichsten Ursachen der Beschleu- 
nigung der Rotation beider Molecttle, welche um deren Massenmittelpuncte 
infolge der von ihren Atomen wechselseitig ausgeübten Kräfte nothwendig 
eintreten muss. Es folgt zugleich aus diesen Werthen: 

dass ein Molecül , weichet in Bezug auf zwei (im Raume und in ihm teilst IA. 
bewegliche) Hauptaxen immer einander gleiche, wenn auch sonst mit der 
Zeit veränderliche Trägheitsmomente bewahrt , 0 von einem irgend wie 
constituirten Molecül ’e kein Drehungsmoment zweiten Grades zur Be- 
schleunigung seiner Rotation um die zu jenen beiden senkrechte dritte 
Uauptaxe erfährt. 
und 

dass, wenn allen Massenmittelpunctstramversalen eines Moleciils dasselbe Jß # 
Trägheitsmoment zukommt , gar keine Ursache zur Beschleunigung seiner 
Rotation um irgend eine jener Linien vorhanden ist. Wenn also die Mo- 
lecüle elastischen Kugeln gleichen sollten, so würden sie sich zwar in der 
Richtung der Verbindungslinie ihrer Matsencentra anziehen oder abstossen, • 
ohne jedoch um dieselbe oder zugleich um eine darauf senkrechte Grade 
mit Beschleunigung zu rotiren. 

Im ersten Falle würden die centralen Trägheitsellipsoide der Molecüle 
durch Rotationsellipsoide ( von veränderlicher Abplattung), im zweiten Falle 
durch Kugeln dargesteUt sein. 

WtlUr, Unt«rsachuDf«Q Aber Mol«cal*ra«chaalk. 13 
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§. 36. Nach vollständiger Bestimmung der hauptsächlichsten Classen 
mechanischer Kräfte und Drehungsmomente, welche zwischen zwei Molecillen 
vermöge der durch irgend ein Gesetz bestimmten Fernwirkung ihrer Atome 
zur Geltung kommen, lassen sich die von diesen Molecülen gegenseitig 
ausgeübten resultirenden graduirten Kräfte und Kräftepaare angeben. 

Die ersteren sind Resultanten, welche in keiner anderen Richtung als 
in derjenigen der Verbindungslinie der Massencentra beider Moleciile wirken 
und diese beiden Punkte wechselweise zum Ausgangs- und Angriffspuncte 
haben. Aus diesem Grunde bestimmt sich die (verschiebende) Resultante 
jeden Grades als Summe der Projcctionen, welche von den zu den festen 
Axen parallelen Componenten auf die Richtung des Abstandes der Massen- 
centra entfallen. Demnach ist wegen (95) die resultirende Centralkraft : 

(98) P° = M,M 2 d>(r) - ~ 

Sie ist also allein von dem Abstande der »ideellen Kraftcentra» beider 
Moleciile, wie wir deren Massenmittelpuncte nennen können, und zwar nach 
demselben Gesetze abhängig, welchem die Fernwirkung zweier Atome unter- 
liegt; zugleich hat man sich die Massen beider Moleciile in ihren Schwer- 
puncten concentrirt vorzustellen. Diese Kraft ist einfach durch die in der 
Richtung des Abstandes der ideellen Kraftcentra genommene Dcrivirte der 
Centralkräftefunction (89) ausgedrückt. 

Mit den Normalwerthen der Kräfte ersten Grades verschwindet auch 
deren Resultante. 

Die Componenten (96) ergeben nach leichten Reductionen die Resul- 
tante zweiten Grades: 

\ 

(99a) pir = _dR_ (Mi j 2 + MjJ() + 

die sich entsprechend als die in der Richtung von r genommene Derivirte 
der Kräftefunction (91) darstellen und ohne die Beschränkung bilden lässt, 
dass die Neigungen der Hauptträgheitsaxen beider Molecüle gegen die Ver- 
bindungslinie r unverändert blieben. Aber jeder der 1 beiden Theile dieser 
Resultante wirkt nach einem besonderen, aus dem ursprünglichem Gesetze 
der Fernwirkung der Atome durch Differentiation abgeleiteten Gesetze, 
welches vermöge (91) durch die Functionen: 

(99b) -f - = |{3HF,(r) + r**i(r)} = - j ^.(r) + r^)(r)} 

gegeben ist Insbesondere hat man wegen (92) die einfacheren Formen: 

dR n(n+ 1) dR' (n + 1) 2 dR 3 dR‘ 9 

("<0 dr “ 2r»+» ’ dr " 2r"+* ’ dr “ i* ' dr ~ 2t* 
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Die unbedingte Unmöglichkeit der Existenz von Drehungsmomenten, 
welche mit unseren Centralkräften (95) o. (98) auf gleicher Rangstufe stehen, 
und die bedingte Annullirung der Kräftepaare ersten Grades macht zur 
wichtigsten Classe aller graduirten resultirenden Drehungsmomente diejenigen 
des zweiten Grades. Da sich aber die Richtungen der Axen der beider- 
seitigen Molecular- Kräftepaare K“ u. K', 1 durch kein Axiom a priori be- 
stimmen lassen, müssen dieselben aus ihren Componenten (97a, b) erst 
festgestellt werden. Aus diesen Werthen folgen auf der Stelle die beiden 
Relationen : 

X . L u + p . M u + v . N 11 = 0 AX . L n + Bp . M“ + /V . N" = 0 (100) 

in welchen die den beiden Molecülen entsprechenden Indices in Gedanken 
anzubringen sind. Denkt man sich also durch die Massenmittelpuncte der 
Molecüle Linien G| und Gj gezogen, deren jede mit den Ilauptaxen des 
betroffenen Molecüles Winkel macht von den Cosinus 

nr • nr » nr 5 wo 

so wird das resultirende Molecular-Kräftepaar KJ* resp. K’ 1 in einer Ebene 
gelegen sein, welche durch die Verbindungslinie r und zugleich durch die Grade 
Gi resp. G 2 geht. Aber diese sind parallel den Normalen der Centralellip- 
soide beider Molecüle immer für diejenigen beiden Puncte, in welchen die 
Verbindungslinie ihrer Massencentra jene Oberflächen treffen, deren Haupt- 
axen den Quadratwurzeln aus den Hauptträgheitsmomenten umgekehrt pro- 
portional sind. Man hat also das Theorem: 

Wenn die Atome zweier Molecüle aus der Ferne Kräfte auf ein- JJ 
ander ausüben, die nur mit ihren Abständen veränderlich sind , so gehen 
aus diesen in erster Annäherung Kräftepaare hervor, deren Ebenen die 
durch den Abstand der Molecül-Centra gelegten Normalebenen der centralen 
Trägheitsellipsoide beider Molecüle sind. 

Es ist ausdrücklich zu bemerken, dass es kein Molecular-Kräftepaar 
zweiten (und auch dritten) Grades giebt, welches das eine oder das 
andere Molecül um die Verbindungslinie ihrer Massencentra zu drehen 
strebt und dass solche Componenten erst bei den Drehungsmomenten 
vierten Grades auftreten können. 

Die absoluten Werthe der resultirenden Molecular-Kräftepaare zweiten 
Grades werden, wenn man ihre Componenten (97 a, b) quadrirt und addirt, 
nach einem bekannten Determinantensatze vereinfacht zu: 

K” = 2MjR‘ v^A'j _ M\ K“ = 2M,R' | (iois 

Für diese Drehungsmomente ist das allgemeine und das besondere Gesetz, 

13 * 


Digitized by Google 


196 


nach welchem sie von dem Abstande r abhängen, nach (91, 92) durch die 
abgeleiteten Functionen gegeben: 

( 101 ) b) R' = — i-r’r.Or) ; c) R '=| ~r , R' = -|r 

Es ist von Interesse, den Umstand hervorzuheben, dass, indem zwischen 
allen Atomen zweier räumlich getrennter Molecille mechanische Kräfte der 
Anziehung oder Abstossung wirken, die beiderseitigen resultirenden und 
componirenden Drehungsmomente zweiten Grades, die wichtigsten unter 
allen daseinsfähigen Kräftepaaren, Äsen haben resp. in Ebenen sich 
befinden, deren Lage ausschliesslich von der inneren Anordnung und 
der relativen Position des angegriffnen Moleciils allein abhängt und 
dass die Werthe solcher Componenten und Resultanten ausser von den 
wieder nur auf das angegriffene Molecül bezüglichen Grössen A, B, V u. x., 
/*, v noch von der Masse des angreifenden Molecüls und endlich von 
dem Abstande der ideellen Kraftcentra beider Atomensysteme nach dem- 
selben abgeleiteten Gesetze abhängen, nach welchem die Kräfte ersten 
Grades unter abnormen Umständen wirken würden; in der That erklärt 
sich diese Uebereinstimmung daraus, dass die Kräftepaare zweiten Grades 
in der Verlegung der Kräfte ersten Grades ihren Ursprung finden. 

§ 37. Es gilt nun, zu untersuchen, welche Bedeutung die in den 
§§ 35 u. 36 abgeleiteten Werthe der Molecular-Kräftc und -Kräftepaare 
zuerst für die in § 14 berührten lntegraltheoreme und dann namentlich für 
die im 6. Cap. entwickelten Hauptlehrsätze der chemischen Statik haben 
können. 

Die in § 32 gemachten Voraussetzungen über das Wesen der zwischen 
den Atomen der Molecüle wechselseitig geäusserten Kräfte haben in dem 
Axiom der »entgegengesetzten Gleichheit zwischen Wirkung und Gegen- 
wirkung« die Grundlage des Theorems der »Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunctes eines abgesonderten Systems von Molecülen« aufrecht er- 
halten; dieser Satz gilt also auch für unsere graduirten Molecular-Kräfte, 
wenn keine äusseren Kräfte in ein Aggregat von Molecülen störend ein- 
greifen. 

Bezüglich der »Flächensätze« beschränken wir uns auf die Bemerkung, 
dass die drei unter diesem Namen bekannten Integrale erster Ordnung in 
der That bestehen, wenn in einem Systeme von nur zwei Molecülen deren 
Atome nach dem iVetoWschen Gesetze auf einander wirken und wenn ausser 
den Centralkräften (95) nur die Kräfte und Drehungsmomente zweiten 
Grades (96) u. (97) in Rechnung gezogen werden. Diese Integrale ge- 
winnen unter solchen Voraussetzungen alle drei die Form des ersten, 
welches gegeben ist durch: 

(102) - — + 2 ^- a+ßk -^ +n -^ = B 
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worin (ausser den festgchaltcnen Bezeichnungen) x, y, z die Schwerpuncts- 
coordinaten, a, ft, 7 -; a‘, ß‘, f; etc. die Richtungscosinus der Hauptaxen 
der Molecttle und B, B', B" Integrationsconstanten bedeuten. 

Die in § 34 vollzogene analytische Subordination der Kräfte und 
Drehung smomente unter entsprechende Kräftefunctionen hat gerade die- 
jenige characteristische Eigenschaft dieser Beschleunigungsursachen erwiesen, 
welche dem Theorem der »Erhaltung der lebendigen Kräfte« in den dyna- 
mischen Problemen zum Grunde liegt Da nun unsere Molecular-Kräfte 
und -Kräftepaare die Zeit nur implicite enthalten, so gilt dieses universelle 
Theorem für ein abgesondertes System von chemischen Molecülen, welches 
weder von seiner Umgebung Energie (durch Stösse oder Fern Wirkungen) 
mitgetheilt erhält, noch an dieselbe lebendige Kräfte abgiebt, in der Form : 
dass die Summe der Bewegungsenergie und der potentiellen Energie in 
ihm constant bleibt. Es beruht bekanntlich auf dem vorher erwähnten Satze 
vom Schwerpuncte, dass bei einem abgesonderten Systeme von Molecülen 
die äussere Bewegungsenergie d. i. die lebendige Kraft der Translation 
des in seinem Massencentrum vereinigt gedachten Molecül-Systemes schon 
für sich eine constante Grösse bleibt Dagegen ist die dem Systeme ver- 
möge seiner Gesammtrotation eigene Energie als ein veränderlicher Theil 
seiner gesammten inneren Bewegungsenergie anzurechnen. 

Bei den Anwendungen des Satzes : dass für ein abgesondertes Aggregat 
von Molecülen die seiner inneren Betcegungsenergie homogene potentielle 
Energie mit jener zusammen stets dieselbe unveränderliche Summe giebt, in- 
dem jede Aenderung der potentiellen Energie eine entgegengesetzt gleiche 
Aenderung der wirklichen Bewegungsenergie hervorruft, kann man von den 
in § 35 unter (89) u. (91) angegebenen Normalwerthen der hauptsächlichsten 
beiden Kräftefunctionen einen vortheilhaften Gebrauch machen. Denn 
solche dynamische Functionen , mit dem entgegengesetzten Vorzeichen 
versehen, geben in ihren während einer endlichen Zeitstrecke erfolgten 
Werthveränderungen Näherungswerthe für den Zuwachs, den die potentielle 
Energie eines Aggregates von Molecülen dann erfährt, wenn die Ent- 
fernungen der Massencentra, die Neigungswinkel der Hauptaxen und die 
innere Anordnung derselben sich verändert. Dabei bieten die Formen der 
genannten Kräftefunctionen insofern einen Nutzen, als die drei Arten dieser 
einer Veränderung fähigen Objecte in ihnen getrennt von einander factoren- 
weise dastehen. Wenn man jedoch für ein Aggregat von Molecülen dessen 
Kräftefunction in Bezug auf sich selbst darstellt, muss man zwei Arten von 
Termen unterscheiden. Jeder Term der ersten Art nämlich würde für ein 
Molccül dessen Kräftefunction in Bezug auf es selbst darstellen und keiner 
solchen von uns versuchten Entwicklung fähig sein, jeder Term der zweiten 
Art dagegen würde für je ein Paar von Molecülen die Kräftefunction 
repräsentiren, von welcher die bei ihren relativen Lagen- und Abstands- 
veränderungen geleistete Arbeit abhängt, und solche Terme werden in der 
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Voraussetzung, dass die Dimensionen der Molecüle gegen die Abstände 
ihrer Massencentra sehr gering sein, eine Reihenentwicklung in der durch- 
geführten Weise gestatten, welche brauchbare Näherungswerthe liefert. Für 
ein Aggregat von p Molecülen, die sich successive aus n, n ‘ «" . . Atomen 
zusammensetzen, würde es p Kräftefunctionen der ersten Art geben, die sich 
« (n + i) n' (n‘ + i) 


resp. aus 


auf Atomenpaare innerhalb des- 


2 2 

selben Molecüls bezüglichen Termen in bekannterWeise bilden lassen; für 

/>(/> + ') 

2 


dasselbe Aggregat würden dazu noch 


Kräftefunctionen der 


zweiten Art kommen, deren jede, auf ein Paar von Molecülen sich be- 
ziehend, nach den Potenzen ihrer linearen Dimensionen entwickelt zu 
denken wäre. 

Die Summe aller Kräftefunctionen beider Arten möge die »universelle 
Kräftefunction eines Molecül - Aggregates« heissen und für das Folgende 
durch ä bezeichnet sein. 

Die Deririrten von SJ, genommen nach den Coordinatcn u, v, w des 
Massencentrums eines Atomes in einem Molecüle werden dann die den 
Hauptaxen dieses parallelen Kräfte E, //, Z darstellen; für diejenigen 
Terme von J 2 nämlich, welche von der Wechselwirkung aller Atome dieses 
einen Molecüls herrühren, und ebenso für diejenigen Terme, welche Kraft- 
äusserungen zwischen einem bestimmten Atome jenes einen Molecüls und 
allen Atomen aller dasselbe umgebenden Molecüle ausdrücken, ergiebt sich 
die genannte Eigenschaft aus den i. § 32 aufgestellten Formeln, die auch 
für veränderliche Kräfte-Richtungen giltig bleiben ; alle anderen Terme von 
ü fallen bei der Differentiation heraus. 

Desgleichen werden auch die Kräfte X, ]), 3, welche den Masscnmittel- 
punct eines einem Theilmolccüle im Besonderen angchörigen Atomes in den 
Richtungen der Hauptaxen desselben angreifen, durch die Differentialquo- 
tienten von li gegeben sein, welche nach den Coordinaten h, d, ui jenes 
Punctes genommen sind. Hierbei kann man, ohne dass es nöthig wäre, 
die Graduirung der Kräfte und Drehungsmomentc auch nach den Dimen- 
sionen solcher Partialmolecüle vollziehen, die verschiedenen Gesammt- 
molccülen angehören. 

Diese Vorbemerkungen erlauben, die Eigenschaften der Molecular- 
Kräfte darauf hin zu prüfen, ob sie in der That den in § 30 aufgestellten 
Anforderungen unter Umständen genügen können. Die Elcmentararbeit 
d£., t (§ 30; 136 c) würde demnach von der Form: 


(103) 


d£.,t = Jfdu + JJdn + 3du> = du + du + dro 

du du dm 


Die Summe solcher Arbeitsgrössen, ausgedehnt über alle wirklichen Atome 
eines in Partialmolecüle gegliederten Gcsammtmolecüls muss nach dem 


Digitized by Google 


199 


Postulate XI in § 30 in seinem mittleren Werthe für endliche Zeitstrecken 
— 0 verbleiben. Demnach lässt sich dieses Postulat jetzt in der Form 
aussprechen: dass derjenige Theil der potentiellen Energie eines in Par- III 
tialmolecäle abgetheilten Molecüls, welcher sich durch innere Translation in 
diesen fester geschlossenen Atomgruppen ändert , im Mittelwerthe unver- 
ändert bleiben müsse, indem sein einem Zeitelement entsprechendes Diffe- 
rential innerhalb sehr kurzer Perioden von positiven zu negativen Werthen 
hin- und herzuschwanken gezwungen werde. 

Den Drehungsmomenten C, M, tt, welche die fester abgeschlossenen 
Atomengruppen eines Moleclüs angreifen, würde nach (97) die Form zu- 
kommen : 

C=2(fl-C)^mR> Äl = 2(€ — 2t)]£tnR'v2 . . . (104) 

wenn 2t, fl, € die Hauptträgheitsmomente des angegriffenen Theilmolecüls, 
m die Masse eines anderen entweder demselben oder einem andern Ge- 
sammtmoleciile angehörenden Partialmolecüls , X, p, v die Cosinus der Nei- 
gungswinkel, welche die Hauptaxen des ersten mit irgend einer der Linien 
r machen, die sein Centrum mit dem eines andern verbinden, R’ die in 
(101b, c) angegebene Function bedeutet, die mit je einem der Abstände r zu 
bilden ist und wenn endlich die Summe sich über alle neben dem einen 
angegriffenen Theilmolecüle vorhandenen Partialmolecüle ausdehnt Um 
durch solche Werthe (104) die Bedingung (§ 30; 188 r‘), d. i. jetzt 

mR' {Oa (fl — C)/o' + bu (C — 31) vX + r„(2l— t>)Xp) = 0 (106) 

zu befriedigen, müsste die relative Anordnung der Molecüle eines Aggre- 
gates SO beschaffen sein : dass, wenn man sich in der vorstehenden Summe 
von Determinanten die Winkelcosinus X, p, v, welche für ein bestimmtes 
den Femwirkungen der übrigen Thcämolecülc ausgesetztes Partialmolecül 
von einem jener cum anderen variiren, durch geteisse mittlere Werthe er- 
setzt denkt, indem statt der wirklichen Anordnung der Theilmolecüle eine 
ideelle Vertheilung derselben ohne Aenderung des Gesammteffecles substituirt 
wird, diese im Mittel vorhandenen Werthe von X, p, v den Werthen der 
Cosinus a„, b„, r„, gleichkommen. 

Ferner war zur Giltigkeit des Satzes XV i. § 30 als erforderlich ge- 
funden: dass der Werth des Drehungsmomentes A 0 , welches das System 
der Massencentra aller Theilmolecüle mit Beschleunigung um die Haupt- 
rotationsaxe des Gesammtmolecüles rotiren macht, periodisch innerhalb ge- 
wisser Grenzen um eine Constante variire. 

Nun würde aber dieses Kräftepaar nach (97) durch 

A 0 = 2 (B 0 — Po)^£MR> (107) 

dargestellt sein, worin unter B„, Po die Trägheitsmomente des Systemes der 
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Massencentra aller Partialmolecüle eines Gesammtmolecüles, unter M die 
Masse irgend eines anderen Gesammtmolecüles und unter p, v die Cosinus 
der Winkel zu verstehen wären, welche die beiden anderen Hauptaxen des 
angegriffenen Gesammtmolecüles mit der Linie r machen, welche dessen 
Centrum mit demjenigen irgend eines anderen angreifenden Molecüles M 
verbindet und welche zugleich als Argument in die Function R' (101 b, c) 
eingeführt zu denken ist, so zwar, dass das Snmmenzeichen sich auf alle 
übrigen Gesammtmolecüle erstreckt Damit nun dieses Kräftepaar (107) 
die gefordeten Eigenschaften besitze, müsste die Differenz (ß 0 — /#) abwech- 
selnd negativ und positiv werden. Man könnte dieser Forderung einen 
geometrischen Ausdruck in dem Satze geben: 

IV Denkt man sich, im Falle der normalen inneren Structvr einet au« 
Partialmolecülen zusammengesetzten Gesammtmolecüles dessen Trägheits- 
ellipsoid zu einer geioissen Zeit als ein ausserordentlich stark abgeplattete t 
Rotationsellipsoid , dessen geometrische Rotationsaxe durch die alleinige 
Drehungsaxe des Molecüles dargestellt ist, so müssen im Allgemeinen, damit 
diese Figur stets iciederkehre und demzufolge auch das Drehungsmoment A 0 
von negativen zu positiven Werthen periodisch übergehe , die Massencentra 
der Theilmolecüle in elliptischen Bahnen den Massenmittelpunct des 
Gesammtmolecüles umlaufen. 

Nachdem ich in den letzten §§ allgemeine Sätze über die mechanische 
Structur der Molecüle chemischer Verbindungen aufzustellen im Stande war, 
Sätze, die aus den Fundamenten der Dynamik durch analytische Bearbei- 
tung von Principien hervorgegangen sind, ziemt es sich, indem ich von 
nun an auf die Hilfe des Calcüls verzichte, noch kurz der Probleme zu 
gedenken, die (§ 16) am Eingang dieser Untersuchungen erhoben wurden. 

In der Ueberzeugung, dass es eben keine anderen als mechanische Kräfte 
geben könne, habe ich durch analytische Mittel nach einem synthetischen Gedan- 
dankengang alle denkbaren Arten solcher Kräfte zu bestimmen gesucht, die 
allein von den relativen Positionen abhängen und desshalb dem Gesetze der 
Erhaltung der Energie genügen. 

Es sind ferner alle diejenigen kinetischen Functionen im vollständigen 
Zusammenhänge entwickelt worden, welche auf der Geschwindigkeit und 
Beschleunigung der verschiedenen Bewegungsarten beruhen, Functionen, auf 
deren Werthveränderungen die Zustandsänderung eines Molecüles zurück- 
zuführen sind; denn als messbare Werke der kinetischen Functionen 
sind ihre beharrlich wiederkehrenden mittleren Werthe zu betrachten. 
Wenn es die inneren Kräfte sind, welche die periodischen Schwankungen 
kinetischer Functionen um gewisse Mittelwerthe bedingen, so sind es zu- 
gleich die äusseren Kräfte, welche eine Vergrösscrung oder Verminde- 
rung jener mittleren Werthe verursachen, um welche, mögen sie nun wach- 
sen oder abnehmen, unter dem unaufhörlichen Einflüsse der inneren Kräfte 
die kinetischen Functionen fortwährend periodisch variiren. So kommt es, 
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dass die allgemeinen, mit seiner Erhaltung verträglichen Zustandsänderun- 
gen eines chemischen Molecitles in raschen periodischen Schwankungen 
innerhalb enger Grenzen bestehen, welche Grenzen selbst wieder durch 
äussere Einflüsse eine Verrückung erfahren können. 

Endlich ist eine Reihe von Sätzen über die mechanische Natur des 
inneren Gefüges der chemischen Verbindungen mit Rücksicht auf ihre 
Giltigkeitsbedingungen abgeleitet worden, Lehrsätze, welche in das Gebiet 
einer synthetischen Mechanik zu gehören und zugleich eine exacte Grund- 
lage für die weitere Ausbauung desjenigen Theiles der Molecularmechanik 
zu gewähren scheinen, den man die »chemische Statik« nennt Denn es 
ist nöthig, die chemischen Erscheinungen nicht bloss aus den Principien 
der mechanischen Wärmetheorie, wie man versucht hat, sondern aus den 
weit allgemeineren Principien der synthetischen Mechanik zu erklären, 
welche die Gesetze der Trennung und Vereinigung der Stoffgebilde in 
sich fassen. 
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Die kosmogonisehe Hypothese als Grundlage aller mechanistischen 
Hypothesen der Chemie und der Physik. 
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rotirender Molecularscheiben. Ampin't Hypothese über die electrischen Mole- 
cularströmc. 

Die Partikel und ihre polycdrischc Gestaltung. Bemerkung Ober Isomor- 
phismus und Homomorphismus und Particular -Volumen oder spec. Raumerfüliung. 

§ 39. Die modernen Vorstellungen über die innere Constitution der chemischen Molecüle. 
Das Gesetz der Atomverkettung. Bemerkungen über die Valenz der chemischen 
Elemente. 

§ 40. Gegensatz und Verwandtschaft zwischen der hier entwickelten mathematischen 
Molecnlartheorie and anderen Theorien. 


Nachdem wir in dem Vorangegangenen eine systematische Entwicklung der 
mechanischen Gesetze der Molecular-Bildung und -Constitution versuchten, 
welche sich auf das Princip der Erhaltung der Energie und insbesondere 
auf die Spannkraftstheoreme gründete, geziemt es sich, zum Schluss in 
kurzen Zügen anzudeuten, inwiefern die auf analytischem Wege gewonnenen 
Resultate über eine stufenweise fortschreitende Entwicklung der Naturgebilde 
zur Grundlage einer einheitlichen Theorie der chemischen und physikalischen 
Erscheinungen geeignet seien. 

§ 38. Es ist die Aufgabe der atomi stischen Hypothese, zu 
erklären, wie der räumliche Zusammenhang der Körperwelt mit strenger, 
ursächlicher Nothwendigkeit entstanden sei. Indem ich den Grundgedanken 
der atomistischen Auffassung, den der unstetigen Vertheilung der Ma- 
terie im Raume, wie stets bisher, festhalte, will ich in kurzen Zügen an 
den alten, grossen Gedanken von J. Kant erinnern und ihn für die Chemie- 
Physik in der Hoffnung durchzubilden suchen, dass diese Wissenschaft der 
Zeit entgegengeht, wo sie als irdische Mechanik, aus derselben Hypothese 
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entwickelt und nach derselben strengen mathcmathischen Methode durchge- 
führt, ihrer erhabenen Schwester, der himmlischen Mechanik, ebenbürtig dasteht. 

In der Monade denken wir das kleinste dagewesene und daseiende 
Theilchen des raumerfüllenden Stoffes, welches »als Grenze der Raumer- 
füllung* betrachtet, nur durch seine Translation eine (äussere) Be- 
wegungsenergie von endlichem Werthe annehmen kann, wogegen die leben- 
dige Kraft der Rotation um eine Axe, die durch die Monade hindurch- 
gehend gedacht würde, in Folge ihrer unangebbar geringen Dimensionen 
für alle endlichen Werthe der Umdrehungsgeschwindigkeit verschwindend 
klein bleibt. 

Unter dem wirklichen Atom denken wir ein starres, stetiges 
Mondensystem, welches eine äussere Bewegungsenergie durch Translation 
seines Schwerpunctes und eine neben dieser in Betracht kommende leben- 
dige Kraft der Rotation um eine Transversale seines Massencentrums hat, 
wogegen seiner Definition zufolge, — weil nämlich in seinem Innern keine 
relativen Bewegungen der Bestandteile mehr stattfinden, — die innere 
Energie der Schwingung der Monaden wegfällt. Wirklich untheilbar 
bleibt nach unserer Vorstellung ein solches Atom, — abgesehen von den 
durch die Stetigkeit der Zusaffimehschaarung seiner Monaden aufs Höchste 
gesteigerten Anziehungskräften, mit welchen sich diese in ihren Lagen 
festhalten, — auch aus dem Grunde, weil die bei der Verdichtung eines 
unstetigen Monadensystemes zu einem Massen-Continuum gewonnene Energie 
zur Verrichtung anderer Arbeitsleistungen im Verlaufe der ferneren Ent- 
wicklung von massigeren Stoffgebilden zum grössten Theil verbraucht ist und 
nicht mehr zur Wiederherstellung des ursprünglichen unstetigen Verthei- 
lungszustandes aufgewendet werden kann. Ueberhaupt ist es fraglich, ob auf 
unserer Erde noch ein solcher Vorrath von mechanischer Energie vorhanden 
ist, wie er sich bei der Bildung ihrer wirklichen Atome einst erzeugte, 
und ferner fraglich, ob es möglich wäre, die vorhandene und disponible 
actuelle Energie zum Theil an einem Orte in solcher Dichigkeit zu concen- 
triren, dass die Zersetzung wirklicher Atome erfolgen müsste, indem ihnen 
eine Quantität von Energie für innere relative Bewegungen ihrer Monaden 
bis zum Uebermaasse mitgetheilt würde. 

Als Molecttl kann ein unstetiges System von wirklichen Atomen so 
lange bestehen, als deren Bewegungen dem Gesetz der Erhaltung der cen- 
trifugalen Energie und den dafür vorausgesetzten Postulaten Genüge leisten. 
Die für den inneren Zusammenhang derartiger Systeme aufgestellten Glei- 
chungen beweisen, dass es wesentlich auf die Grösse der Unterschiede der 
Trägheitsmomente der einzelnen Massen-Continua , d. h. auf die Werthe 
der Differenzen (B— C), (C— A), (A — B), also auf die mehr oder weniger 
gestreckte Form eines wirklichen Atomes ankommt, ob sich dasselbe 
schwerer oder leichter in einem Partialmolecüle erhält. Die nur wenig ab- j 
geplatteten Späroide des Weltsystemes haben also Verbindungen eingehen 
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können, die eine grosse Widerstandskraft gegen Zersetzungen besitzen. So 
ist es auch wahrscheinlich, dass es solche Elementarsysteme von wirklichen 
Atomen geben wird, deren Verbindung sich niemals wird lösen lassen, 
ebenso wie Mond und Erde, obwohl zwei getrennte Körper von selb- 
ständiger Rotationsbewegung, dennoch unauflöslich mit einander verbunden 
sich periodisch mit einander transferiren. 

Nach Allem, was die Erfahrung und die vorausgeschickte Theorie ge- 
lehrt hat, kann man als äusserste Wahrscheinlichkeit erklären, dass das- 
jenige, was man «Atome chemischer Elemente* oder «Eleraentatome» nennt, 
Massensysteme von ähnlicher mechanischer Verfassung, wie die Planeten- 
gruppen, sind. Wir stellen also den Grundsatz auf: 

IJ. Die Element - Atome , weit entfernt davon , als materielle Puncte, 
ohne Ausdehnung in der Rechnung behandelt werden zu dürfen, müssen 
als complicirtere, aber nur innerhalb sehr enger Grenzen veränderliche 
Systeme von unveränderlichen wirklichen Atomen und Stoffmonaden anger- 
sehen werden. 

Nur aus dieser Hypothese kann man hoffen, auch durch mathematische 
Betrachtungen zu der Erkenntniss zu gelangen, wie es geschehen musste, 
dass die chemischen und physikalischen Eigenschaften der sog. Elemente 
periodische Functionen*) der Zahlen sind, welche die Verhältnisse der 
Gewichte und Massen ihrer Atome bestimmen. 

Die Untersuchung der Entstehung eines fest in sich abgeschlossenen 
Moleciiles aus einem blossen Atomensysteme war die nothwendige Vorbedingung 
für die Möglichkeit, bestimmtere geometrische Vorstellungen über die wahr- 
scheinlichste und vor Störungen gesichertste Art der Configuration seiner 
einzelnen Atome auszubilden. Wir dürfen von der Allgemeinheit unserer 
bisherigen Vorstellungen über die stationären Molecularfiguren nach dem 
Satze XV. S. 170 übergehen zu der ganz bestimmten, mit dem wesentlichen 
Inhalt aller unserer in § 30 behandelten Gleichungen verträglichen Vor- 
stellung: 

III. dass den chemischen Molecülen die Form einer elastischen , 

rotirenden Scheibe als normale Gestalt dient. 

Diese Vorstellung, dass die Molecüle mit Drehscheiben zu vergleichen sind, 
die, wenn alle Störungen entfernt sind, um feste Axen rotiren, ist eine 
neue Stütze für die Hypothese Avogadro’s und erleichtert die Vorstellungen 
über den mechanische Bewegungsvorgang bei dem Austausche der Bestand- 
theile der Molecüle gasförmiger Verbindungen, der nach Gay-Lussac's Ge- 
setze vor sich geht. 

Scheinbares Molecular -Volumen oder Molecular-Dreh- 


*) VgL Lothar Meyer, die Natur der chemischen Elemente als Function ihrer 
Atomgewichte ; Ann. d. Chem. u. Phand. 1870. 7. Suppl.-Bd. 
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bezirk nennen wir denjenigen Raum, den das chemische Molecül , mag 
nun sein Massencentrum periodische Oscillationen ausfiihren oder nicht , in 
jedem Falle zu einer ungehinderten Rotation beansprucht. 

Dieser Drehbezirk des Molecüles ist ungleich grösser als die Summe 
der von seinen Atomen in Wirklichkeit erfüllten Räume. Indem aber das 
Molecül vermöge seiner mit grosser Geschwindigkeit erfolgenden Rotation 
jede ihm begegnende Masse aus seinem Drehbezirk herauszuschleudern sucht 
und ihm selbst das nämliche begegnet, scheint es auch bei seiner Wirkung 
in die Ferne seinen ganzen Drehbezirk mit seiner Masse desshalb auszu- 
füllen, weil die von seinen Theilen aus ihren verschiedenen rasch wechseln- 
den Lagen geäusserten Wirkungen zu ihrer Fortpflanzung Zeit gebrauchen. 

Da nun die Einzelwirkungen sehr rasch auf einander folgen und ihre Aus- 
gangsorte sehr nahe bei einander liegen, scheinen sie von einem continuir- 
lichen Massensysteme herzurübren. In diese Vorstellungsweise übertragen 
wird aus jenem Satze XV der andre Satz: 

Abgesehen von den periodischen allgemeinen Zustandsünderungen eines jy 
chemischen Molecüls ist bei seiner (durch äussere Wärmeeinßüsse) unge- 
störten Bewegung sein Drehbezirk constänt. 

Die Annahme dieses Satzes begünstigt, wie leicht ersichtlich ist, die 
bekannte Hypothese Avogadro's. 

Dieselbe Idee der molecularen Drehbezirke als der scheinbaren Mole- 
cularvolumina dürfte sich zur geometrischen Grundlage einer Theorie der 
mechanischen Bewegungsvorgänge bei chemischen Umsetzungen eignen, 
deren Producte im Gaszustande auftreten und ausserdem der in der Che- 
mie der Kohlenstoffverbindungen beobachteten Möglichkeit vielgliedriger 
Reihen polymerer Verbindungen von gleichem »spec. Volumen* eine licht- 
vollere Erklärung geben. 

Es ist eine bekannte Thatsache, dass bei der Verbindung von Wasser- 
stoff und Sauerstoff zu Wasser das Volumen einer Anzahl Wasserstoff- 
Molecüle (2 nll 2 ) ungeändert bleibt und das Volumen der damit sich ver- 
bindenden Anzahl von Sauerstoff-Molecülen (n0 2 ) verschwindet. Wir stellen 
uns in diesem und in ähnlichen Fällpn vor, dass in den Drehbezirk eines 
rotirenden, scheibenförmigen Molecüls // 2 als drittes Atom ein O-atorn 
hineintritt, der Art, dass die neue Molecularscheibe OH i keinen grösseren 
Drehbezirk als vorher das Molecül M allein beansprucht. So kommt es, 
dass die entstehende Verbindung sich von 3 auf 2 Volumina verdichtet. 
Dieselbe Betrachtungsweise eignet sich auch für den Fall , dass , wie bei 
der Entstehung der Kohlensäure CO t , der eine Bestandteil aus dem festen 
Zustand in den gasförmigen der Verbindung Übertritt. 

Bei der Umwandlung von n// 2 -f nCli in 2nHCl d. h. bei der Bildung der 
Chlorwasserstoffsäure aus Chlor und Wasserstoff bleibt dagegen eben wegen 
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des blossen Austausches je eines //-atomes gegen ein (Tatom die Anzahl 
der beanspruchten molecularen Drehbezirke unverändert. Es erfolgt keine 
Verdichtung, indem ein CZ-atom denjenigen Drehbezirk, den es mit einem 
anderen Cf-atom gemeinsam hatte, verlässt, um zum Ersätze eines II- atomes 
in den Drehbezirk eines früheren Molecüles 1I~ einzutreten, aus welchem 
eben dieses II- atom den Platz jenes CZ-atomes einzunehmen unterdess ge- 
gangen ist. 

Ohne hier die Frage zu behandeln, bei welchen chemischen Um- 
setzungen die Anzahl und die Grosse der molecularen Drehbezirke unver- 
ändert bleibe, betrachten wir solche Processe einem gewissen »Gesetze der 
Erhaltung.der Räume« unterworfen, welches zu dem »Axiom der Erhaltung 
der Menge der Materie* und zu dem Theorem der »Erhaltung der Quantität 
der aetuellcn und potentiellen Energie« in gewissem Sinne die Ergänzung 
bilden könnte. 

Da ferner der Drehbezirk etwa eines Aethylenmolecüles C,II t jedenfalls 
noch vielen Atomen den Zutritt gestattet, so kann man sich eine anschau- 
liche Vorstellung darüber bilden, wie die damit polymeren Kohlenwasser- 
stoffe Cif J e , CJIs u. s. w. für gleiche Anzahlen ihrer Molecüle (bei gleichem 
Druck und gleicher Temperatur) keine grössere Anzahl von Drehbezirken 
in Anspruch nehmen. 

Als ätherischen Inhalt eines (als Partialmolec ül betrachteten) Element- 
Atomes, dessen geometrische Figur einer Drehscheibe nahekommt, denken 
wir uns Stoffmonaden, deren Anordnung in der nächsten Umgebung der un- 
verhältnissmässig massigeren wirklichen Atome jenes Element-Atomes haupt- 
sächlich von der relativen Lage und dem gegenseitigen Bewegungszustand 
dieser abhängt. Eine solche fest anhaftende Umhüllung mit Stoffmonaden 
macht das Element-Atom zu einem für Lichtstrahlen durchdringlichen Me- 
dium. So kann es dahin kommen, dass einem Element-Atom von bestimm- 
tem chemischen Character, d. h. von gewisser innerer Zusammensetzung ein 
bestimmtes Re/ractionsverm'ögen eigenthiimlich bleibt. r 

Unter allen Fragen, über welche es sich weniger geziemen dürfte, 
Meinungen zu äussern, als vielmehr Untersuchungen anzustrengen, steht 
in der mechanistischen Physik am höchsten das Problem: zu erklären, 
wie die Materie dazu gelangt, in die Ferne Kräfte auszuüben. 
Will man sich von dem Forschen nach der Ursache dieser geheimnissvollen 
Fähigkeit nicht durch den Glauben dispensiren, dass die Materie sie durch eine 
ausserweltliche, übernatürliche Eingebung erhalten habe, so kann man den 
Grund derselben wohl nur in der den allerkleinsten Stofftheilchen imma- 
nenten Bewegung suchen, welche, durch die mechanische Vermittelung von 
Stössen unter Zeitaufwand fortgepflanzt, wieder Bewegung in der Form von 
Anziehung oder Abstossung hervorruft. 

Ich will nicht hier in dieser Hypothese die Fernwirkung gesetzmässig 
zu bestimmen suchen, welche von einem rotirenden und innerlich tordirten, 
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als Scheibe gestalteten chemischen Moleciile aus seinem Drehbezirk heraus 
auf ein anderes in seiner Umgebung ausgeübt wird, sondern nur an das 
mit dem zlm;>2re’schcn verwandte Gesetz erinnern, welches J. Grastmann *) 
und nach ihm W. Hankel *•) zur Erklärung der electrodynamischen Erschei- 
nungen ersonnen und angewendet haben. Damit berührt sich W. Weber’ s***) 
Grundgedanke über die Genesis der Aggregatzustände, die einem ähnlichen 
Gesetze wie dem der electrischen Kräfte unterliegen kann. 

Bedienen wir uns bis auf Weiteres der Hypothese, dass das wahre, 
noch unbekannte Grundgesetz der Wechselwirkung je zweier Molecüle, eben 
weil diese die Form rotirender Scheiben als Gleichgewichtsfigur besitzen, 
dem Groi«mann’schen und auch dem AmpZre'schea Gesetze in seiner Form 
sehr nahe komme, indem wir annehmen: dass die von zwei Molecülen auf 
auf einander ausgeübte Kraft ausser von der Entfernung ihrer Massen- 
centra von den Rotationsgeschwindigkeiten beider Molecüle und von den Win- 
keln abhänge, welche die Rotationsaxen derselben mit einander und mit dem 
Abstand ihrer Massenmittelpuncte machen: so bedarf es im Grunde gar 
keiner Abänderung an .dmp<Ws bekannter Vorstellung über die electrischen 
Molecularströme, auf welche wir schon S. 100 ff. hinzudeuten nicht 
unterlassen konnten, um sie mit unserer Hypothese über die Figur und 
den stationären inneren Bewegungszustand der chemischen Molecüle in 
Uebereinstimmung zu setzen. Statt der (nahezu) kreisförmigen Bahnen, 
welche besondere Fluida an der Umgrenzung der Molecüle eines Leiters nach 
Ampire’s Annahme fortwährend durchlaufen, sind es eben die beharrlichen 
Rotationsschwingungen der wahrscheinlich (durch eine ringförmige Ver- 
kettung ihrer Atome ausgezeichneten) chemischen Molecüle selbst, welche 
noch unter Mitbetheiligung der in ihrem Drehbezirk vorhandenen Aether- 
monaden — die einem besonderen electrischen Agens zugeschriebenen 
Wirkungen in die Ferne ausüben. 

Nach Ampire bestünde ferner die Magnetisirung einer Eisenmasse 
darin, dass den circulären Elementarströmen der Eisentheilchen, die im ge- 
wöhnlichen Zustande des Eisens die mannigfachsten Richtungen besitzen, 
eine gleiche Axenrichtung ertheilt wird, der Art, dass diese Elementar- 
ströme, zu einem Systeme paralleler Kreisströme angeordnet, sich in ihrer 
Wirksamkeit nach aussen nicht mehr aufheben, sondern unterstützen. 

Sind die chemischen Molecüle, die kleinsten Körpertheilchen, welche 
bei physikalischen Erscheinungen zur Betrachtung kommen, wirklich Dreh- 
scheiben ähnlich gestaltet, so lässt sich dieselbe Vorstellungsweise mit ge- 
ringen Modifikationen auf sie anwenden. Sind nämlich ihrer viele von der- 


*) J. Grassmann, Pogg. Annal. Bd. 126. 

**) W. Hankcl, Neue Theorie der electrischen Erscheinungen. Pogg. Ann. 
Bd. 126. 

***) W. Weber, Electrodyn. Maasbest. VI. Abhdlg. S. 642. 
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selben Art zu einem Aggregat vereinigt, so wird es immer eines bestimm- 
ten Arbeitsaufwandes bedürfen, um vor Allem die Rotationsebenen der 
Molecüle, die nach unserer früheren Benennung ihre Hauptspannkrafts- 
ebenen repräsentiren, durchweg parallel zu richten und es dann noch so 
weit zu bringen, dass die wegen der Gleichartigkeit der Molecüle füglich als 
gleich vorauszusetzenden Rotations-Dauern alle zu denselben Zeitpuncten 
aufhören und beginnen, so dass nun die Rotationschwingungen der Mole- 
cüle, bezüglich des Eintritts der Maxima ihrer Geschwindigkeit und der 
Umkehr des Sinnes ihrer Richtung in vollste Uebereinstimmung gebracht, 
nach Aussen Wirkungen fortptianzen, die nicht mehr wie früher in den 
verschiedensten Stärken und Richtungen und entgegengesetztem Sinne wirr 
durcheinander sich begegnen, sondern sich in gleicher Stärke und in glei- 
chem Sinne einheitlich zusamnienfügend unterstützen. 

Von demselben Grundgesetze der Wechselwirkung je zweier Molecüle 
wird auch die mathematische Theorie der Krystallgestalten chemischer Ver- 
bindungen ihren Ursprung in einer Hypothese abzuleiten haben, die sich 
am Anfang dieser Untersuchungen noch nicht als nothwendig erwies. 

Um eine Vorstellung von dem Baue der Krystallgestalten zu gewinnen, 
dachte sich Ampire*) die Atome eines KrystallelemeDtes in den Ecken 
eines Polyeders ruhend. Bestimmt durch die Grundvorstellung der mecha- 
nischen Wärmetheorie, dass jedes Stofftheilchen in immerwährender Be- 
wegung sei, scheinen die neueren Physiker der allerdings freieren Annahme 
geneigt zu sein, dass die Ecken eines Polyeders nur die ideellen Gleich- 
gewichtslagen bilden möchten , um welche die Atome eines Elementar - 
krystalls fortwährend in geringen Elongationen mit grosser Geschwindig- 
keit vibrirten. 

Ganz im Gegentheil legt unsere Auffassung von der Krystallform 
sinnlich wahrnehmbarer Körper ein entscheidendes Gewicht auf die eben- 
fläcbige Begrenzung der Krystalle, der Art, dass die Kanten nur als 
Durchschnittslinien der Ebenen, die Ecken nur als Durchschnittspuncte der 
Kanten zu einer secundären Geltung kommen. Desshalb denken wir als 
ein ferneres Glied in der Entwicklungsreihe der Stoffgebilde die Partikel, 
construirt aus scheibenförmigen Molecülen, deren Rotations- 
ebenen sich unter gewissen Winkeln symmetrisch zu einander 
neigen. Wir stellen uns also vor, dass aus Molecular-Scheiben, die durch 
ihre beharrende rasche Rotation gewisse Drehbezirke ausfüllen, gleichsam 
wie aus ebenen, durchsichtigen Wänden das symmetrische Gebäude der 
polyedrischen Partikel sich errichte, an der die erweiterten Rotationsebenen 
der einzelnen Molecüle die in Kanten d. h. in geometrischen Linien sich 
schneidenden Seitenflächen bilden. 

Es wäre die Hauptaufgabe der zu begründenden Mechanik der Kry- 


*) Annal. de chim. T. 90; p. 43. 
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stalle, eine systematische Entwicklung der Abhängigkeit der Krystallformen 
der chemischen Verbindungen von dem Encrgiegehalt und der besonderen 
Art des inneren Bewegungszustandes ihrer Element-Atome nach analytisch- 
geometrischer Methode zu versuchen. Dann würde sich vielleicht das er- 
fahrungsmässige Gesetz des Isomorphismus (oder des Homoiomorphismus) 
so vieler chemischer Verbindungen von ähnlicher Zusammensetzung als 
blosse mechanische Consequenz aus dem Gesetze ergeben, welches bei der 
Wechselwirkung mehrer Molecüle die Neigungswinkel ihrer Rotationsebenen 
von ihrem inneren Bewegungszustande abhängig macht. 

Jenes Gesetz würde dann den Ausdruck erhalten : dass die Winkel V 
der bei dein Uebergange mehrerer Molecüle in stabile relative Lagen ge- 
bildeten polyedrischen Partikel nahezu gleich bleiben müssen, wenn sich in 
ihr verschiedenartige Elementatome oder Theilmoleciile von ähnlichem inneren 
Bewegungszustande vertreten. 

Und auch der einst von Mitscherlich*) als eine jeder Theorie baare 
Thatsache bezeiebnete Isomorphismus der analogen Kalium- und Ammo- 
niumsalze liesse sich sehr einfach aus der Vorstellung begreifen, dass das 
■ff-atom, wahrscheinlich ein aus wirklichen Atomen zusammengesetztes Par- 
tialmolecül und nachweislich an Masse grösser als die A7/,-Gruppe, eine 
Drehscheibe von einem ebenso temperirten inneren Bewegungszustand ist, 
wie ihn dieser trennbare Atomencomplex hat, und dass in Folge dessen 
beide Arten von Partialmolecülen , aus welcher Anzahl von wirklichen 
Atomen sie sich auch zusammensetzen mögen, beide unter nahezu gleichen 
Neigungswinkeln zu anderen Molecülen in eine beharrungsfähige Lage 
treten. 

Denken wir uns einen sinnlich wahrnehmbaren Körper im Krystall- 
zustande dadurch entstanden, dass seine polyedrischen Partikeln sich mit 
ihren flachen Wänden so aneinander lagern, dass denjenigen derselben, die 
in sehr geringen Abständen einander parallel geworden sind, immer noch 
eine gewisse relative Torsions-Bewegung gestattet ist, so würden, wenn bei 
zwei chemisch ähnlichen Verbindungen gleich viele Molecüle zu einer Par- 
tikel zusammentreten, mit grösster Annäherung die relativen Volumina der 
Partikeln durch ihre beiderseitigen »spec. Volumina* — d. h. durch die 
Verhältnisse ihrer Moleculargewichte zu ihren spec. Gewichten — ausge- 
drückt sein. So muss es dahin kommen: dass isomorphen Verbindungen, VI 
wenn ihre chemische Zusammensetzung durchaus ähnlich ist , nahezu die 
gleiche Raumerfüllung zukommt. 

Um zu begreifen, wie aus krystallwasserhaltigen Verbindungen 

gewöhnlich unter Veränderung ihrer Färbung — durch vorsichtiges Erhitzen 
das Krystallwasser gänzlich oder theilweise ohne Zerstörung der Kry- 
stallform ausgetrieben werden kann, genügt es zu erwägen, wie es recht 


•) Siehe L. Meyer, Mod. Theor. 2. Aufl. S. 10& 

Waltw, Uat«r«ucbunfan Ub«r MoUcularmaohanik. 14 
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wohl geschehen kann, dass von der polyedrischen Partikel, die ja ein Kry- 
stallpalast en miniature ist, ohne Schaden der Aufrechterhaltung eine oder 
sogar mehre Wände an verschiedenen Orten hinweggenommen werden kön- 
nen, wenn diese Wände nur durch accessorische Moleeularscheiben von der 
Zusammensetzung 0U t gebildet sind. 

Es ist wahrscheinlich, dass die von manchen Chemikern nach Herrn 
Kekulff s Vorgänge angenommenen »additionellen Verbindungen* Aggregate 
mehrerer in sich abgeschlossener Molecüle sind, die den hier angenommenen 
Partikeln entsprechen. Eben solche, grade durch ihre polyedrische Gestal- 
tung vollendetere Stoffgebilde sind es wahrscheinlich, die bei der Auf- 
lösung eines krystallisirten Körpers in einem Lösungsmittel noch lange fort- 
bestehen (wie durch Herrn Rüdorff*) nachgewiesen ist), bis der Einfluss 
erhöhter Temperatur auch diese Partikeln in ihre Molecttle auflöst. 

Es ist begreiflich, wie sehr die Vorstellung, dass die Krystallelemente 
sich aus scheibenförmigen Molecttlen aufbauen, die Erklärung der Thatsache 
vereinfacht, dass die Krystalle parallel gewissen, in der Ausbildung bevor- 
zugten Flächen eine erhöhte Spaltbarkeit besitzen. 

Es besteht allerdings ein schroffer Gegensatz zwischen der von den 
meisten Chemikern, Physikern und Krystallographen getheilten Auffassung 
von Ampire, dass schon den chemischen Molecülen unbedingt eine polye- 
drische Gestalt zukomme, und dass die Krystallform der Körper von der 
Anzahl der in ihren MolecOlen enthaltenen Atome abhänge, und der 
hier begründeten Ansicht, dass in der stufenweise fortschreitenden Com- 
plication der Stoffgebilde auf das »Molecttl« die reichere Entwickelungs- 
gestalt der »Partikel* folge, welche sich durch die nach drei zu einander 
senkrechten Dimensionen in vergleichbaren Maassen symmetrisch ausgebil- 
dete polyedrische Gestaltung vor jenem auszeichnct. Anerkennt man über- 
haupt das Resultat der durchgeführten mathematischen Betrachtungen, dass 
die normale Figur der chemischen Molecüle in einseitiger Ausbildung die- 
jenige der rotirenden Scheibe ist, so bedürfen wir nothwendig eines neuen 
Gliedes in der Entwicklungsreihe der Stoffgebilde, um die räumlich- 
ebenmässige Gestaltung der Krystalle zu erklären, die durch eine sym- 
metrische Vertheiiung der Atome innerhalb der Rotations-Ebene des Mo- 
lecüles nicht begründet werden kann. 

§ 39. Wir wollen noch in raschem Ueberblicke der modernen Vorstellun- 
gen über die innere Constitution der chemischen Verbindungen gedenken, um 
sie mit den Hauptsätzen der hier entwickelten mathematischen Molecular- 
theorie zu vergleichen. 

Es giebt nur eine — und zwar die mechanische — Zusammen- 
setzungsweise der chemischen Verbindungen, deren Erforschung von den 


*) Rudorf Pogg. Ann. Bd. 114, 116. Vgl. Lothar Meyer, Mod. Theor. 2. AuÜ. 
S. 232 £ 
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Chemikern, welche sie als ein lösbares Problem betrachteten, durch Beob- 
achtung und Speculation versucht wurde. Nachdem die Systematik der 
chemischen Verbindungen durch Gerhardt begründet worden ist, haben 
sich die gegenwärtigen Bestrebungen der Chemiker, durch die grundlegen- 
den Gedanken von Kekulö und Couper angeregt, auf die Ausbildung 
einer genetischen Theorie der Constitution der chemischen Verbin- 
dungen gerichtet, die in dem »Gesetze der Atomverkettung« als in 
ihrem Principe wurzelt. Dieses erfahrungsmässige Gesetz einer kettenför- 
migen Aneinanderreihung der Atome steht zu Allem, was die Mechanik 
eines Newton und Lagrange über Kräftewirkungsweise lehrte, dadurch 
in einem principielten Gegensätze, dass ihm gemäss in einem Sy- 
steme von Element-Atomen — oder überhaupt von Massen theilchen 
— jedes nicht auf alle übrigen, sondern in gewisser Auswahl 
nur auf ein oder einige wenige Atome in seiner unmittelbaren 
Nachbarschaft seine Anziehungskraft (d. i. VerwaiJdtschafts- 
kraft) erstrecken solle. Von diesem Principe ausgehend, pflegt man 
das innere Gefüge eines Molecüles mit demjenigen einer Kette treffend zu 
vergleichen, in der ein jedes Glied nur seine unmittelbaren Nachbarn mit 
sich selbst zusammenheftet So stellt man sich die Molccille chemischer 
'Verbindungen entweder als geschlossene oder als offene Ketten von 
Atomen dar, je nachdem die Endglieder der Atomenkette unter sich ent- 
weder verbunden oder nicht verbunden sind. Es muss zugestanden werden, 
dass diese auf das sorgfältigste Studium chemischer Umsetzungen gegrün- 
dete Auffassung über die Anordnung der Atome innerhalb des Molecular- 
verbandes die lichtvollste ist die bisher in der Entwicklungsgeschichte der 
Chemie zur Geltung kam. Aber dennoch muss daran festgehalten werden, 
dass die von den Atomen in die Ferne ausgeübten Kräfte, welche deren 
relative Anordnung im Sinne einer Verkettung bewirken!, die Grundeigen- 
schaft mechanischer Kräfte bewahren, dass ihre Wirkung nach allen Rich- 
tungen des Raumes sich erstreckt. Es besteht dabei noch immer die Mög- 
lichkeit, dass die von einem Element-Atom (als einem Partialmolecüle) nach 
allen Richtungen ausgeübten Kräfte die grössten Werthe grade in den 
beiden einander entgegengesetzten Richtungen erlangen, welche auf der 
Rotationsebene des (scheibenförmigen) Partialmolecüls in dessen Massen- 
centrum senkrecht stehen. 

Nicht ohne Grund habe ich das einfache Beispiel einer rotirenden 
und innerlich tordirten Cylinderscheibe am Eingang dieser Untersuchungen 
(vgl. S. 21 f.) gewählt, weil eine solche Art der relativen Anordnung und 
Bewegung am Schlüsse einer langen, aus Principien methodisch fortent- 
wickelten Formelkette als letzte Consequenz wieder auftaucht, so zwar, 
dass man sich auf Grund der mechanischen Analyse von der inneren Con- 
stitution der chemischen Molecüle keine andere als eben diese Grundvor- 
stellung zu machen hat. (Vgl. § 30, IIX u. IX.) 

H* 
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Entscheidend für diese Auffassung sind die beiden Sätze § 29, VI u. 
§ 30, VII, denen zufolge die scheibenförmigen Theilmolecüle dann in den 
allerfestcsten Verband eines Gcsammtmolecüles treten, wenn ihre Rotations- 
axen gleiche Richtungen und ihre Rotationsgeschwindigkeiten denselben 
Sinn und gleiche Werthe annehmen. Nach den Sätzen, die wir auf diese 
beiden in § 30 folgen Hessen, ist es im Allgemeinen nöthig, dass, wenn 
Abweichungen von dieser durchaus normalen Verfassung sich einstellen, 
dieselben paarweise die entgegengesetzte Natur besitzen. Es bleibt daher 
die Möglichkeit, dass die Massencentra der Theilmolecüle ausserhalb der 
Rotationen des Gesammtmolecüles liegen; für diesen Fall verlangt der 
Lehrsatz XVI, dass stets je zwei Partialmolecüle einander gegenübertreten, 
indem sie den Massenmittelpunkt des Gesammtmolecüls, gleichsam als Un- 
terstützungspunkt eines »zweiarmigen Hebels«, in ihre Mitte nehmen. 

Dies ajjer ist dieselbe, nur in der Sprache der geometrischen Analyse 
ausgedrückte Vorstellung, auf welche die Chemiker durch inductive Schlüsse 
auf Grund der Thatsachen gekommen sind. Denn jene sagen, dass im 
einfachsten Falle das Arrangement der Atome als eine lineare Kette vor- 
zustellen sei; ich habe hier aus flachen Cylinderscheiben , deren jede aus 
wirklichen Atomen und Aethermonaden bestehen mag, — d. i. aus Element- 
atomen oder Partialmolecillen — ein scheibenförmiges Gesammtmolecül in 
der Vorstellung aufgeschichtet. Man hat sich ferner auch in den Kreisen 
der Chemiker nach langem Streit geeinigt, in vielen Molecülen, die sich 
aus Kohlenstoff- und Wasserstoff-Atomen zusammensetzen, z. B. in dem 
Benzol eine ringförmige symmetrische Vertheilung der Atome in einer 
Ebene anzunehmen. 

So darf ich sagen, dass das empirische Gesetz der kettenförmigen 
Aneinanderreihung der Atome, welches als die werthvollste Errungenschaft 
der heutigen Chemie zu ‘achten ist, seine exacte mechanische Begründung 
in dem Princip der Spannkraftsintegrale findet, welche dazu dienten, die 
Grundgesetze der Molecularverfassung zu entwickeln. 

Ich habe bisher geschwiegen von dem Begriffe des chemischen 
Werthes eines Elementatomes, weil ich selbst noch nicht darüber 
schlüssig werden konnte, welcher analytischen Nothwendigkeit denn eigent- 
lich dieser dritte unter den Grundbegriffen der mechanischen Theorie der 
Affinitätserscheinungen — nändich derjenige des Werthes einer Gattung 
gleichartiger Partialmolecüle in Bezug auf eine Gattung andersartiger Theil- 
molecüle — entspringen mag. Es hat mir fern gelegen, in die Abwicke- 
lung der Formeln störend einzugreifen durch einen von aussen in sie hinein 
getragenen Gedanken, der nicht durch ihre eigene Gestalt und ihren eige- 
nen inneren Zusammenhang hervorgerufen worden wäre. Doch will es 
mich bedünken, als wenn die einzige unter allen den Character der Be- 
wegung durch ihren Werth bestimmenden kinetischen Functionen, von wel- 
cher das Vermögen gewisser mehrwerthiger Elementatome, eine bestimmte 
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Anzahl minderwerthigcr zu binden, ungezwungen abgeleitet werden könnte, 
eben die »Ausdehnungsspannkraft« sei, deren Zusammenhang mit der »Ro- 
tationsenergie« in § 29, V definirt ward. Man kann dieselbe für den Fall, 
dass ein Theilmolecttl-Centrum in einer Ebene (um die Drehungsaxe des 
Gesammtmolecills) sich bewegt, auch als Product der Centrifugalkraft der 
Masseneinheit in die Geschwindigkeit betrachten, mit welcher das in Bezug 
auf die genannte Rotationsaxe genommene statische Moment jenes mit der 
Masse des Partialmolecülcs beladenen Centrums sich vergrössert oder ver- 
kleinert im Vergleich zum wachsenden Rotationswinkel selber. Es liesse 
sich aus der analytischen Nothwendigkeit, dass, wenn zwei //-Atome mit 
einem O-Atom zu einem Molecül zusammentreten, die Summe der Spann- 
kräfte beider //-Atome bei allen ihren periodischen Variationen denselben 
absoluten, aber den entgegengesetzten algebraischen Mittelwerth behalten 
müsse, wie die Spannkraft des einen 0- Atomes, wohl die einfache geometrische 
Vorstellung abstrahiren, dass dieses O-Atom, welches der Symmetrie gemäss 
zwisehen den beiden //-Atomen oscillirt, mit einer von seiner Masse und 
seinem jeweiligen Abstand von Massenmittelpunct des ganzen Molecüls 0//> 
abhängenden Geschwindigkeit sein statisches Moment der Art vibriren lässt, 
dass es durch seine Gegenwirkung ganz allein die beiden gleichen Wir- 
kungen der zwei //-Atome aufhebt. Man sieht, wie dies, wenn auch hier 
statt der statischen Momente deren nach dem Umdrehungswinkel des ge- 
summten Molecüls 0//j genommene (periodisch von positiven zu negativen 
Werthen schwankende) Differentialquotienten in Betracht gezogen werden, 
doch ungezwungen auf jenes Princip der analytischen Mechanik zurück- 
kommt, welches man das »Princip des Hebels« nennt. So kann man auch 
bei »Radicalen«, welche, aus Elementatomen zusammengesetzt, nach theil- 
weiser Ausgleichung ihrer Verwandtschafteinheiten mit einem gewissen 
chemischen Werthe die dynamische Bedeutung einfacher Elementatome 
übernehmen, der Vorstellung vom »einarmigen Hebel« sich bedienen, an 
welchem ungleiche Kräfte nach entgegengesetzten Richtungen in solchen 
Abständen von seinem Drehpunct angebracht sind, dass noch immer, nach 
theilweiser Zerstörung ihrer statischen Momente, ein gewisses resultirendes 
Moment in Wirkung tritt. 

Mag diese Anschauung eine gewisse mathematische Berechtigung be- 
sitzen, so hat sie doch den Umstand gegen sich, dass sie dem Zahlenwerthe 
der »Valenz« eines Elementatomes ohne eine neue hinzutretende Bestim- 
mung, deren Quelle in einem Principe der Mechanik erst noch zu entdecken 
wäre, eine nicht auf ganze Zahlen beschränkte, sondern stetige Veränder- 
lichkeit gestatten müsste. So ergäbe sich die Möglichkeit der »wechseln- 
den Valenz«. Man hat gewissen Elementatomen, z. B. den N- und P- 
Atomen neben 3 stärkeren auch noch 2 schwächere »Verwandtschaftsein h ei- 
te fl* (?) zugeschrieben. Mag auch diese beliebte Ausdrucksweise logisch 
fehlerhaft sein, da man die Macht eines Elementatomes, andere zu binden 
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in ihren Theilen immer nur mit derselben Einheit gemessen denken darf, so 
liegt ihr doch die Vorstellung zum Grunde , dass der wachsende chemische < 
Werth eines solchen Elementatomes , gemessen mit einer für alle seine 
einzelnen Valenzen gleichen Einheit, nicht immer von einer ganzen Zahl 
zur nächsten übergeht. 

Es muss der Zukunft Vorbehalten bleiben, wie die Mechanik), hierin 
die Sonvcränin der Chemie, in der die Natur ihre wirkende Macht am 
vollendetsten in die Erscheinung bringt, so räthselhafte Beziehungen ent- 
wirrt. Damit es dahin komme, ist es nöthig, dass die strenge mathema- 
tische Analysis und die geometrische Anschauung in ihrer Unfehlbarkeit 
sich verschmelze mit der peinlichsten Sorgfalt der Beobachtung, die in 
cxacten Werthbestimmungen der Wirkungen der Kräfte ein würdiges 
Ziel für die Thatkraft des Verstandes und der Hände sucht 

§ 40. Am Ende dieser Betrachtungen, die ohne Unterstützung durch 
Calcül nur an der Oberfläche der berührten Dinge tasten können, ange- 
langt, mag noch an den Gegensatz und die Verwandtschaft erinnert werden, 
der zwischen den Grundvorstellungen und den Hauptresultaten dieser ma- 
thematischen Moleculartheorie und anderen die allgemeine Verwirklichung 
mechanischer Grundsätze behandelnden Theorien der Vergangenheit und 
Gegenwart besteht. 

Unter dem Namen der »Spannkraft! oder »centrifugalen Energie« 
ist hier eine kinetische Function eingeführt und in ihren Verwandlungen 
betrachtet worden, die sich an die in der theoretischen und practischen 
Mechanik lange schon berücksichtigte Arbeit der Centrifugalkräftc an- 
schliesst, indem sie gewissermassen als deren Ableitung (vgl. S. 17 u. 143 f.) 
gedacht werden muss. Der für diese Function gewählte Name ist derselbe, 
den einst Herr Helmholtz in der » Erhaltung der Kraft « für eine Func- 
tion in Vorschlag brachte, *) die gar nicht von der wirklichen Bewegung der 
Atome eines Systemes, sondern vielmehr allein von deren relativer Anord- 
nung abhängt und welche man seit Rankine die »potentielle Energie« zu 
nennen pflegt. Unter dem Namen der »Spannkraft« hat der letztgenannte 
Begriff auch in die Betrachtungen von Physiologen und Chemikern Eingang 
gefunden. Denn, sobald man durch Thatsachen bewiesen sah, dass die 
sog. chemischen Verwandtschaftskräfte sich erschöpfen, indem sie durch 
Heranbewegung und Festhaltung der Atome Arbeit leisten, lag es nahe, 
zu schliesscn, dass die Kräfte, welche den Aflinitätserscheinungen zu Grunde 
liegen, rein mechanischer Natur sind, und auch nahe, zu versuchen, welche 
Consequenzen das von Herrn Helmholtz formulirte Princip, dass die Summe 
der lebendigen Kräfte und der Spannkräfte in einem abgeschlossenen Sy- 
steme stets denselben Werth behalte, für die chemischen Processe in sich 


*) Vgl. Mim. sur la Conservation de la force par H. Helmholtz, tradnit pär L- 
Perard. p. 73. 
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trüge. So hat man denn von » chemischen Spannkräften < geredet, für die 
man keinen anderen mathematischen Ausdruck als den der Kräftefunction 
oder des Potentials resp. ihrer algebraischen Gegentheile angeben konnte. 

Grundverschieden von dem in der Chemie zu einiger Geltung gekom- 
menen Helmholtz sehen Begriffe der »Spannkraft« ist derjenige, der hier 
entwickelt und angewendet worden ist Zur Wahl grade dieses Namens 
fühlte ich mich bestimmt durch die Erwägung, dass eine gewisse Art von 
Energie den Molecülen explosiver fester oder flüssiger Verbindungen inne- 
wohnen müsse, welche dieselben in den Stand setzt, einen grossen Wider- 
stand zu überwinden oder beträchtliche Arbeit zu leisten, in dem sie aus 
ihrem Zustande bei gewöhnlicher Temperatur, die, wie man sich heute 
allgemein vorstellt, auf einer derjenigen der Theilchen der Umgebung 
gleichen mittleren lebendigen Kraft der Schwingungsbewegungen beruht, in 
äusserst kurzer Zeit, wenn ihr Molecular-Gefüge durch einen schwachen 
Schlag oder Stoss gestört wird, in einen Zustand der Zersetzung, Ver- 
gasung und Temperaturerhöhung übergehen, Veränderungen, deren jede einen 
gewissen Verbrauch von Arbeit oder ein Latentwerden von Wärme for- 
dert. Hier ist es wahrhaftig nicht die potentielle Energie, deren Acnde- 
rung durch eine entgegengesetzt gleiche Aenderung der actuellen Ener- 
gie ersetzt wird, sondern es sind die von der früheren oscillatorischcn 
Bewegung der Atome innerhalb des Mulecularverbandes herrührenden, den 
bis zur Zersetzung gegenseitig aufgehobenen Centrifugakräften entstammten 
»chemischen Spannkräfte«, deren riesige Gewalt in die Erscheinung tritt. 
Weil nun der Name »Spannkraft« für eine solche Art von dynamischer 
Energie sich einmal eingebürgert hat und das Wesen des Vorgangs mir 
treffend auszudrücken scheint, habe ich mich nicht enthalten können, einen 
neuen, durch mathematische Formeln unzweideutig festgestellten mechani- 
schen Begriff ihm unterzulegen. 

Etwas Anderes ist es um den Vergleich des Begriffs der Disgre- 
gation, den Herr Clausius*) in die Thermodynamik eingeführt hat, mit 
demjenigen, der hier als »Spannkraft« auftritt. Unter »Disgregation« ver- 
steht Herr Clausius eine Function, deren Werthveränderung diejenige 
Wärmemenge analytisch bestimmt, welche zur Ueberwindung des Wider- 
standes der Molecularkräfte bei der durch Mittheilung von Wärme verur- 
sachten Ausdehnung eines Molecülaggregates verbraucht und in mechanische 
Arbeit umgesetzt wird. Wenn auch die »Disgregation« und die »Spannkraft«, 
wie aus § 29, V hervorgeht, in engem begrifflichen Zusammenhänge stehen, 
so ist es bei der durchgreifenden Verschiedenheit, die zwischen der ana- 
lytischen Durchführung dieser Moleculartbeorie und einem mit den üb- 
lichen Begriffen der mechanischen Wärmetheorie operirenden Calcül be- 


*) Clausius Gesammelte Abhandl. I. S. 242. 
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steht, nicht unerlässlich, in dieser principiellen Frage die Unterstützung 
seitens der jüngsten Disciplin der mathematischen Physik zu begehren, von 
der diese Untersuchungen so vollständig unabhängig dastehen, dass die in 
jener neuerdings versuchte kritische Revision ihrer Principien diese un- 
mittelbar an die Mechanik angeschlossene mathematische Grundlegung zur 
chemischen Statik nicht berührt. 

Ich muss endlich dem Urtheile der Astronomen die Entscheidung 
überlassen, ob die Hauptsätze dieser Moleculartheorie vielleicht geeignet 
wären, jene auffallenden Eigenthümlichkeiten in dem jetzigen Baue des 
Sonnensystemes zu erklären, deren Grundcharacter in dem gleichen Sinne 
der elliptischen Revolution der Planeten und in der Kleinheit der gegen- 
seitigen Neigungswinkel der Ebenen besteht, in denen jene das Massen- 
centrum ihres Systemes umlaufen. — Ich wäre glücklich, wenn in diesem 
Essai de Chemie mathematique als eine in sich consequente, aus Principien 
entwickelte Theorie erschiene, was bisher nur eine durch Wahrscheinlich- 
keitsgrunde unterstützte Hypothese war. Gesetze, wie vor allen § 30. XX, 
die im Mikrokosmos für Elementatome gelten, scheinen auch im Makro- 
kosmos für Planetengruppen zu bestehen. Glaubte doch ein W. Hers che 1, 
dass bei den Plancten-Molecüle, das uns der Jupiter mit seinen Trabanten 
darstellt, diese in derselben Zeit sich um ihre eignen Axen und 
um den Hauptplaneten drehen. 

Möchte es mir nun gelungen sein, in der Methode, die ich zur An- 
wendung brachte , einen Beitrag zu liefern zur Begründung jener .syn- 
thetischen Mechanik, die uns die Erscheinung denken lehrt, wie 
sie in Variationen von Linien und Winkeln sich am Stoffe in der 
Zeit vollzieht. 



Druck ron J. DräRer’* Buchdruekerel (C. Fe lebt) Adler-Stnuw« 12. 
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